Le latin, source de mots nouveaux

Le développement de ’algébre linéaire fut la source de vo-
cables nouveaux, comme « scalaire », ou remis au goit du

jour, tel « vecteur ».

Un « vecteur n 2 Pouraquoi ce mot...

Les Romains possédaient déja le mot vecror. Issu du
verbe vehere signifiant « transporter », il désignait aussi
bien le passager que le conducteur d'un bateau ou d’un
chariot. On retrouve en frangais cette racine dans les
mots francais « véhicule », « voiture » ou méme « voie »
et « invective ». Le francais médiéval reprend le sens
latin de conducteur d’un bateau ou d'un véhicule, mais le
mot tombe vite en désuétude.

C’est sous forme d’adjectif que renait au xvir© siecle le
mot dans I'expression « tourbillon vecteur », puis dans
« rayon vecteur ». Sous ce dernier nom, les astronomes
désignaient le segment orienté joignant le soleil a une
planéte. comme s’il lui impulsait lui-méme son mouve-
ment. On voit la dérive sémantique vers la petite fleche
joignant deux points du plan ou de I'espace : ¢’est a Wil-
liam Hamilton que 'on doit cette nomenclature. mais
c’est sans doute Maxwell qui I'a popularisée. Si. en
mathématiques appliquées ou en physique, ¢’est encore
cette notion qui domine, pour ceux qui sont baignés dans
I'axiomatique, vecteur nomme un élément d'un espace
vectoriel, souvent éloigné de toute interprétation géomé-
trique. Son utilisation en médecine dans le sens de « vec-
teur d’une maladie » apparait au début du xx¢ siecle dans
le sens latin originel de « conducteur ».

La planéte E
décrit une orbite
elliptique autour
du soleil S.
Le rayon
vecteur est SE.
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Expliquer les vecteurs
par la géomeétrie

Dans les mathématiques d’aujourd’hui, on définit les espaces
géométriques (espaces affines) a partir des espaces vectoriels.
Pourtant, c’est historiquement parlant dans ’autre sens que s’est
produite la naissance des espaces vectoriels.

n dehors des nombres, la géo-
Emétrie a précédé la plupart des

notions mathématiques, voire
permis leur introduction. Les vecteurs
n’échappent pas a la régle.
Pour construire la notion de vecteur,
on va donc partir de I’ensemble (P) des
points d’un plan ou d’un espace —qu’on
appelle aujourd’hui « de dimension 3 » —,
dans lequel une géométrie a déja défini
un certain nombre de propriétés clas-
siques, rigoureusement ou de maniere
intuitive.

Du hipoint au vecteur

On s’intéresse alors aux bipoints, les
couples ordonnés de points de (P), de
la forme (A, B). On dira que le bipoint
(A, B) est équipollent au bipoint (C, D)

« La mathématique est ’art de donner

le méme nom a des choses différentes. »

14

Henri Poincaré (1854-1912)

si le quadrilatere ABDC est un parallé-
logramme. Une condition équivalente
consiste a dire que les milieux des seg-
ments [AD] et [BC] sont confondus (au
point M de la figure ci-dessous).

On remarque que cette définition entraine
que les quatre points A, B, C et D sont
coplanaires (ils sont dans un méme plan,
méme si on travaille en dimension 3).
Les segments [AB] et [CD] correspon-
dant a deux bipoints équipollents sont
donc paralleles. On peut ajouter qu’ils
sont « de méme sens » et, sil’on a défini
une distance, qu’ils sont « de méme
longueur ». Mais cette notion n’est pas
utile a ce stade.

Ce qui est intéressant, c’est la consta-
tation que la relation d’équipollence
est ce que I’on appelle une relation
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d’équivalence. Elle est en effet :

- réflexive : un bipoint est équipollent a
lui-méme (d’accord, le parallélogramme
est aplati, mais c’en est un) ;

- symétrigue : si (A, B) est équipollent
a (C, D), alors (C, D) est équipollent a
(A,B);

- transitive @ si (A, B) est équipollent a
(C, D) et (C, D) a (E, F), alors (A, B)
est équipollent a (E, F).

A partird’une relation d’équivalence, on
peut définir des clusses d’équivalence.
Ainsi, pour 1'équipollence, la classe
d’équivalence d’un bipoint (A, B) est
I’ensemble des bipoints équipollents a
(A, B). On l’appellera_d_grénavant vec-
teur AB et on la note AB.
L’ensemble E des vecteurs ainsi mis
en évidence est appelé espace vectoriel
associé a (P).

On pourraitcontinuer en définissant des
ce stade, a partir de cette introduction de
la notion de vecteur, des opérations (et
leurs propriétés) sur ce nouvel ensemble
E. Mais on va faire mieux, en utilisant
une autre notion fondamentale de la
géométrie, celle de transformation. C’est
la plus élémentaire des transformations,
la translation, qui va étre mise a contri-
bution.

Vecteurs et translations,
méme combat

On représente souvent les vecteurs en
les surmontant d’une fleche. C’est sans
doute pour signifier 1’idée de déplace-
ment sous-jacente. Si I'on se donne
deux points A et B du plan ou de I’es-
pace, le vecteur AB permet de passer
de A a B ; il représente la translation
menant de A a B.

Cette représentation cinématique justi-
fie I’addition des vecteurs, comme leur
multiplication par un scalaire.
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Géométriquement, une translation T
qui transforme un point A en un point
B = T(A) transforme un point C en un
point D = T(C) tel que le quadrilatére
ABDC soit un parallélogramme. Ainsi,
pour tout point M, le bipoint (M, T(M))
est équipollent a (A, B).

La translation T, dite translation de
vecteur A§ ,est donc entiérement carac-
térisée par ce vecteur. Réciproquement,
tout vecteur est associé a une unique
translation.

De la & identifier translations et vecteurs,
il n’y a qu’un pas, que nous allons fran-
chir immédiatement, car cette relation
va s’avérer un isomorphisme, qui relie
non seulement les deux ensembles, mais
aussi les opérations que I’on peut définir
dessus.

A

eT=Telp=T:

s
Le vecteur AB
représente

la translation
menant de A a B.
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SAVOIRS |  Expliquer les vecteurs...

C W sont deux vecteurs, on définira la
somme V + W par le vecteur associé a
la composée de la translation de vecteur
V et la translation de vecteur W.

La relation de Chasles

Addition de deux vecteurs :
si ﬁ menedeA a B
e
et BC deBaC,
— —
alors AB + BC A B
—
meéne de A i C, c’est donc AC,

L’une des conséquences de la correspondance entre
translations et vecteurs est la relation de Chasles.
En effet, si 'on compose la translation qui trans-
forme A en B avec celle qui transforme B en C, on
trouve la translation qui transforme A en C. En
notation vectorielle, cela s’écrit tout simplement :

AB + BC = AC.
Lamultiplication externe
grace a 'homothétie
Mais dans un espace vectoriel, il existe

une autre opération, dite multiplication
L’idée géniale vaétre detransposercette  externe, qui consiste a pouvoir multiplier
opération aux vecteurs, en définissant un vecteur par un nombre réel (cela se
la somme de deux vecteurs a I’aide de  généralise ensuite a d’autres corps, dits
la composition de translations. Si V et corps de scalaires).

Familles libres et familles génératrices
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Pour multiplier un vecteur V par un

réel A (on notera le résultat AV), on va ne"“““‘“ ax“'mat“.“le
s’intéresser a la translation obtenue en nes esnaces "ectn"els

composant, dans cet ordre, la transla-
tion de vecteur AB par I’homothétie
de centre A et de rapport A.

Giuseppe
Peano
(1858-1932)
fut le premier
a définir

Le point C est le transformé de B par
les espaces

I’homothétie de centre A et de rapport A

(sur cet exemple A = 5/4). vectoriels

de maniére

Cette composition transforme B en un aRgmatiqlpe

point C. Par définition, on dira que :
AAB = AC.

Onremarque que 1V=VetqueOV =0
(vecteur nul).

On montre assez facilement aussi, en
utilisant la géométrie, les propriétés de
distributivité de cette opération (voir le
détail en encadré).

Les dés sont jetés ! 1] ne reste plus qu’a
faire comme si on avait oublié I’origine
géométrique de ces notions et de leurs
démonstrations, et de tout réinventer.
Comment ? En proclamant 1’axioma-
tique des espaces vectoriels (voir enca-
dré ci-contre), puis en redéfinissant la
géométrie dite affine a partir des espaces
vectoriels !

G.C.

Hors-série n°65. Les espaces vectoriels Tangente 1


Samuel
Texte surligné 




