ECHANTILLONNAGE & ESTIMATION

Dans tout le chapitre, sauf mention contraire, la taille de I'échantillon n et la proportion p du
caractere étudié dans la population doivent vérifiern > 30,np > 5etn(1 —p) =5

| Echantillonnage

1° De quoi parle-t-on ?
La Francaise des Jeux annonce que 23 % de ses tickets de Banco sont gagnants. Si j’achéte TOUS les

tickets de Banco produits, j’aurai donc 23 % de billets gagnants. Logique.

Je n’achete toutefois qu’un échantillon de la production globale : je sais qu’au pire 0 % de mes tickets
pourraient étre gagnants, tout comme 100 % pourraient 1’étre. Mais je me doute que ces situations sont
tres rares : je m’attends donc plutdt a avoir entre 20 et 26 % de tickets gagnants.

Au final, je n’obtiens que 15 % de tickets gagnants dans mon échantillon. Je sais que cela pouvait se
produire car dans une expérience aléatoire, la fréquence des succes observés fluctue.

Mais je ne peux m’empécher de me demander : est-ce un manque de chance de ma part ou bien est-ce
que la publicité était mensongere ?

Pour un échantillon de méme taille que le mien, on va donc chercher a déterminer un intervalle qui
contiendrait les fréquences de succes généralement obtenues, de maniere a vérifier si la ndtre est
conforme a ce qu’on est en droit d’attendre.

L’intervalle [0 ;1] est fiable a 100 % : je suis en effet certain d’avoir une fréquence de succes
comprise entre O et 1 !

Mais certaines fréquences de succeés sont rares, et on devrait donc pouvoir réduire cet intervalle tout en
conservant une fiabilité importante (par exemple 95 % de fiabilité).

Autrement dit, pour un échantillon de méme taille que le mien, on veut pouvoir affirmer avec par

exemple 95 % de fiabilité que les fréquences de succes devraient se trouver dans un certain intervalle a
déterminer. Cette démarche exclurait donc les 5 % des situations les plus rares.

En classe de 1%, ce travail a été effectué a I’aide de la loi binomiale - qui est discréte — et a permis
d’obtenir un « intervalle de fluctuation ». Nous allons faire de méme avec la version continue de la loi

binomiale : la loi normale. Les résultats devraient donc étre plus preécis.

Dans tout ce chapitre, il convient de bien distinguer les lettres p et f :

La lettre p désignera la « probabilité » ou la « proportion ». La lettre p est une valeur théorique :

elle concerne la population globale.
La lettre f désignera la « frequence ». La lettre f est une valeur pratique, celle que I’on observe

sur un échantillon de la population.



2° Intervalle de fluctuation asymptotigue
Pour rappel, si X est une variable aléatoire suivant la loi normale (0 ; 1), nous avons vu que pour
tout réel @ €]0 ; 1], il existe un unique réel positif u, tel que p(—u, <X <uy,) =1-a.
Autrement dit, la probabilité que les valeurs de X soient comprises entre —u,, et u, vaut 1 — a.

EX : on souhaite déterminer 1’intervalle contenant 95 % des réalisations.

I suffit de faire invNormale 0.95, p = 0,0 = 1 et CTR ce qui donne ug o5 = 1,96
Autrement dit, si X © NV(0;1) alors p(—1,96 < X < 1,96) = 0,95

Propriété : Soit X,, une variable aléatoire suivant une loi binomiale B(n, p).

Xn
On note F, la variable aléatoire correspondant a la fréquence des succes : on adonc F,, = —
n

Vp(1—p) p+u Vp(1—p)
vnoo “ Vn

Pour tout réel « €]0; 1[,ona:
liT p(ELbely)=1—a ou I,= [p—ua
n-+oo

Autrement dit, la probabilité que F, prenne ses valeurs dans cet intervalle I,, se rapproche de 1 — «
lorsque la taille de 1’échantillon n devient grande.

Preuve :

X, © B(n,p)donc E(X,)) =np et o(X,) = /np(l—p)
X, Jpd = X, Jpd =
p(YEIn)=p<p—uap(Tp)S7Sp+ua%>
= p(np — uaVnyp(1 — p) < Xp < np + ugVnyp(1 - p))

= p(—ueynp(1 — p) < Xp —np < Ugy/np(1 — p))

X,—n
:p(_u(x<n—psua>

~ Jnp(1—-p)
_ - <Xn_E(Xn)<
TP TR Ty T
Xn_E(Xn)

(variable centrée réduite associée a X;,)
o(Xn)

=p(—uy <Z,<u,) ou Z, =
Or, d’apres le théoréme de Moivre Laplace, lir_{l p(—uy < Z, <uy) =p(—uy <Z <u,)ou Z suit
n—->+oo

la loi normale centrée réduite.

: Xn
Donc lim p(7 € In) =1-a.

n—-+oo
+ est appelé intervalle de

X
fluctuation asymptotique au seuil 1 — a de la variable aléatoire fréquence F, = —.
n

vp(1—p) " Vp(1—p)
n P TR TR

Définition : L'intervalle I,, = Ip — Uy

Cet intervalle contient donc la fréguence F,, avec une probabilité qui se rapproche de 1 — a lorsque n

augmente.



Jp(1—p)
Vn

Remarques : 1. L’amplitude de cet intervalle vaut 2 X u,, : elle tend donc vers 0 lorsque

la taille n de 1’échantillon augmente. (ce qui est logique)
2. La probabilité définie dans la propriéte se rapproche de 1—a sans y étre
nécessairement égale, d'ou I'emploi du terme « asymptotique ».

3. L’intervalle est centré en p

-7 7 . : M 1 5 1 X
Propriéte : L’intervalle de fluctuation au seuil de 95% de la variable aléatoire fréquence F, = f est

Jp(l — In(1 —
I’intervalle |p — 1’9610(—29) ;p+ 1,96u
v N

= 1,96 est une valeur approchée, mais par exces : officiellement, c’est en effet 1,959963986...
Autrement dit, en prenant 1,96 on élargit ’intervalle qui contient donc non pas 95 % des
valeurs mais légerement plus en fait.

= Pour étre certain que I’intervalle de fluctuation asymptotique contienne au moins 95% des
valeurs, on effectuera toujours un arrondi par défaut de sa borne inférieure, et par exces de sa

borne supérieure.

Ex : on lance un dé équilibré 100 fois et on s’intéresse a la sortie du 6.
1 5
Onan =100 = 30,np = 100><gz 16,7=5 et n(1—p) = 100X8z 83,3 =5

L’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 95% est :

L1 11 ]
I = [1 - 1,96L06) p+ 1,96L06) ~ [0,0936 ; 0,2398]

|l6 V100 WJI

Autrement dit, lorsqu’on lance 100 fois un dé equilibre, il y a 95 % de chances qu’on obtienne entre

9,36 % de succes et 23,98 % de succes.

1 1
Remarque : en 2" P’intervalle de fluctuation était [p ——;p+ T] ~ [0,0666; 0,2667]
n

Vn

Cet intervalle est bien plus large que celui de Terminale, et il est donc (moins précis mais) correct.

(attention : les conditions d’applications de 2"% n’étaient pas vérifiées car il fallait que 0,2 < p < 0,8)

. a b
En 1°°, ’intervalle de fluctuation était [z ; z] oup(X <a)<0,025 et p(X <b) >0,975

2 =[0,09; 0,24]
100 - ) ) )

La encore, cet intervalle est plus large que celui de Terminale (et il est donc correct). Il est plutdt
satisfaisant, mais plus fastidieux a obtenir.

) 9
On avait donc [ﬁ ;



Attention : il arrive parfois qu’on demande un intervalle de fluctuation asymptotique a un seuil différent
de 95%... Par exemple, I’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 98% est :
yp(1—p) Vp(1—p)

vnoo Vn

p —2,33 p + 2,33

Il suffit en effet de faire invNormale de 0,98...

3° Prise de décision

On considere une population dans laquelle on suppose que la proportion d’un certain caractére
est p.

= La valeur de p nous est fournie mais on souhaite verifier la véracité de cette information

= La valeur de p n’est pas connue, mais on est capable de formuler une hypothése sur celle-ci et

on aimerait la vérifier.

Pour juger de la validité de cette valeur de p, on préléve un échantillon de taille n dans lequel on
observe la fréquence f du caractére étudié. On détermine alors I’intervalle de fluctuation basé sur la
valeur supposée de p : selon que la fréquence observée dans notre échantillon appartient ou pas a cet
intervalle de fluctuation, on pourra vérifier la validité de la valeur supposée de p.

Propriété : Soit I I'intervalle de fluctuation asymptotique.
= Si f € I, on valide I’hypothése faite sur la proportion p au seuil de I’intervalle I.
= Sif & I, on rejette I’hypothése faite sur la proportion p au seuil de I’intervalle 1.

EXx : Le responsable de la maintenance des machines a sous d’un casino doit vérifier avec 95 % de
fiabilité qu’une machine est bien réglée sur 6 % de succes.

Lors de son contrdle, il constate qu’elle a fourni 10 succes sur 85 jeux. Va-t-il modifier le réglage de
la machine ? Méme question s’il y avait eu 6 succes sur 210 jeux ?

10
La fréquence observée dans le 1% cas est [ = g8 ~ 0,1176

Onan=85>30np=51=>5¢etn(l—p)=799=>5

L’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 0,95 est alors :

0,06(1 - 0,06 0,06(1 — 0,06
\/ ( ) ; 0,06 + 1,96\/ ( )

V85 V85

Autrement dit, dans 95 % des cas, on devrait obtenir entre 0,95 % 11,05 % de succes. Or, on a

0,06 — 1,96

~ [0,0095 ; 0,1105]

obtenu 11,76 % de succes : il y a donc 95 % de chances qu’il faille régler la machine (il reste 5 %

de chances que ces nombreux succes soient dus au hasard)

6
Dans le 2" cas, la fréquence observée est [ = 210~ 0,0286

n=210>30,np=126=>5et n(1—p)=1974=>5

L’intervalle de fluctuation asymptotique au seuil de 0,95 est alors :

/0,06(1 —0,06)
V210

/0,06(1 — 0,06)
V210

A priori, la machine n’a en fait pas besoin d’étre réglée avec 95% de certitude.

0,06 — 1,96

; 0,06+ 1,96

~ [0,0278; 0,0922]



4° Lien avec le programme de seconde

L’intervalle de fluctuation donné en classe 2" ¢@it | = [p ;p+ ]

Montrons qu'il contient I’intervalle I = Ip - 1,96 —— p( P) p + 1,96 p( N p)l
n

Pour toutp €]0;1[,onap(l —p) = —p*+p

1

Cette fonction du 2" degré atteint son maximum pour p = 0,5 et ce maximum vaut —
i 1
Autrement dit, pour toutp €]0; 1[,p(1 —p) < 1

1
vp(1—p) S\E

1
196Jp(1=p) <196 x5 <1

1,96/p(1—-p) <1

vr(1—p) 1

vn T Vn
1 Jp(— Jp(d— 1
Doi p——=<p 1,9 p(f P) 1196 p(f P, L
n n n n

Autrement dit, I est bien inclus dans J.
Or, I contient déja au moins 95 % des réalisations, ce qui fait que J en contient davantage !

En conclusion, ’intervalle proposé en classe de 2"* est bien un intervalle de fluctuation & un seuil au
moins égal a celui de Terminale, c'est-a-dire supérieur ou égal a 95 %.

Mais alors ... pourquoi imposer 0,2 < p < 0,8 en classe de 2"% puisque notre preuve est valable pour
toutp €]0; 1[?
L’écart entre les bornes des deux intervalles de fluctuation vaut :
1 vp(1—=p)\ 1-196{p(1—p)
E=p+—=—-|p+196 =
Vn Vn Vn
La valeur n = 30 étant la moins précise (plus n est grand, mieux c¢’est), choisissons-1a :
1-1,96{p(1-p)

E =
(») 730
Une étude de cette fonction donne : p 0 0,5 1
0,1826 0,1826
0,0037

Pour p = 0,2 ou p = 0,8 I’écart vaut 0,0394. Ainsi, en se limitant aux valeurs de p comprises entre
0,2 et 0,8 on fait en sorte que I’erreur commise sur chacune des bornes de I’intervalle de fluctuation ne
dépasse pas 3,94 % (ce qui est déja conséquent)

Remarque : pour n = 100, cet écart maximal est de 2,16 % et pour n = 1 000 il est de 0,68 %



11 Estimation

10

De quoi parle-t-on ?

Dans une population, on souhaite connaitre la valeur de la proportion p d’un caractére : proportion des
piéces défectueuses dans une production, intentions de vote en vue d’une élection... Malheureusement,
on ne peut généralement pas obtenir les données concernant I’ensemble de la population, pour des
raisons matérielles (manque de temps), financiéres (codt trop important) ou autres (par exemple, on ne
peut pas tester toutes les allumettes d’une production car tester une allumette revient a la détruire !).

On va donc se contenter d’étudier un échantillon, et a partir de la fréquence f observée dans cet
¢chantillon, on va essayer d’estimer la proportion p que 1’on cherche.

Mais la fluctuation d’échantillonnage fait que la fréquence observée varie d’un échantillon a I’autre !
En tenant compte de ce facteur, on ne va donc pas pouvoir donner une valeur approchée de p mais
plutdt un encadrement de p sous la forme d’un intervalle.

Dans cette partie, on se contentera de travailler au seuil de 95 %.

Intervalle de confiance au seuil de 95 %

1
;p+—| 495 %.
p \/H 0

2nde

D'apres le cours de , on sait que f appartient a I’intervalle [p —

Vn

1 1
Autrementdit: p——=<f <p+—
n

Vn Vn
——i<— < - +i
f\m p f\/H

1 1
f+ﬁ>p>f_ﬁ
Lo
NN

Autrement dit, p appartient a ’intervalle |f — avec 95 % de fiabilité.

Définition : On se place dans le cas ou 1’échantillon est de taille n > 30.
Si lafréquence f observée esttelleque nf =5 et n(1 — f) =5, on appelle intervalle de confiance
1 1
de la proportion p au niveau de confiance de 0,95 'intervalle | f — — ; f + —]
Vn Vn
Autrement dit, il y a 95 % de chances que la proportion p appartienne a cet intervalle. Subsistent donc
5 % d’erreur : p pourrait dans ces cas la ne pas se trouver dans I’intervalle annoncé.

Ex : Un institut de sondage interroge 1 112 personnes entre les deux tours de I'élection présidentielle.
590 déclarent qu’elles voteront pour le candidat X. Peut-il 1égitimement penser qu’il sera élu ?

La fréquence observée est f = 1112 ~ 0,5306

Onan=1112>30,nf =590 >5 et n(1 — f) =522 >5

L’intervalle de confiance de la proportion p au niveau de confiance 0,95 est alors :

590 1 _ 590 N 1
1112 V1112 1112 V1112

Il'y a donc 95 % de chances que le jour de 1’élection ce candidat recueille entre 50,05 et 56,06 % des

] ~ [0,5005 ; 0,5606]

VOIiX : il peut donc raisonnablement penser qu’il sera élu.



Attention : le 21 avril 2002, les résultats de 1’élection présidentielle du 1°" tour ont surpris tous les
observateurs. La plupart des sondages donnaient approximativement 19,5 % pour J. Chirac, 18 % pour
L. Jospin et 13 % pour J-M. Le Pen. Sachant que 1’échantillon de personnes interrogées comportait
1 000 personnes, les intervalles de confiance étaient :

1 1
Chirac : [0,195 ——5; 0,195+ ] ~ [0,1633;0,2267
V1000 V1000 [ ]
Jospi [O 18 ! 0,18 + ! ] [0,1483;0,2117]
ospin: |0,18 = ——; 0, ~ [0, )
P V1000 v1000

1 1
—; 0,13 +
1000 1000

Morale de I’histoire : il était toujours possible que Jospin obtienne 15 % de voix et Le Pen 16 % le

Le Pen : [0,13 — ] ~ [0,0983;0,1617]

jour de du 1*" tour...

Ex : On souhaite estimer le nombre de poissons d'un lac. Pour cela, on capture 200 poissons que I'on
marque et que I'on relache. Quelques jours plus tard, on capture 500 poissons, I'un apres l'autre,
chaque poisson étant immédiatement relaché apres sa capture. Parmi les 500 poissons péchés, 220
étaient marqués.

Déterminer un encadrement du nombre total de poissons dans ce lac avec un niveau de confiance de
95%.

Notre échantillon est constitué des 500 poissons péchés.

220

Dans cet échantillon, la fréquence des poissons marqués est f = <00

Onan =500 > 30,nf =220>5etn(l—f) =280 >5

L’intervalle de confiance de la proportion p au niveau de confiance 0,95 est alors :
220 1 220 N 1
500 /500 500 /500

Autrement dit, dans ce lac, il y a entre 39,52 % et 48,48 % de poissons marqueés.

~ [0,3952 ;0,4848]

on < 200
r)p_ N

220 1 <200<220+ 1
500 /500 N 500 /500

Donc

505 =N =413

Ce lac contient donc entre 413 et 505 poissons avec un niveau de confiance de 95%.



3° De I’influence de la taille de I’échantillon
Plus la taille de 1’échantillon est grande, plus I’amplitude de I’intervalle de confiance diminue. La
précision obtenue sur p est donc logiquement améliorée. Il convient toutefois de trouver un juste
équilibre entre la précision souhaitée — généralement la plus importante — et les contraintes liées a la
constitution d’un échantillon de (trop) grande taille (cott, temps...)

2
L’amplitude de l’intervalle de confiance est — :elle dépend donc uniquement de la taille de

Vn

I’échantillon et absolument pas de la taille de la population.

Autrement dit, interroger 100 personnes (sur 700 électeurs) pour une élection lycéenne ou 100
personnes (sur 35000 000 d’électeurs) pour une élection présidentielle donnera la méme amplitude
pour I’intervalle de confiance.
= Cela peut étonner, mais « Pour godQter un plat, il suffit d'en golter une petite quantité ; et cette
quantité ne dépend pas de la taille du récipient (mais il faut néanmoins avoir bien mélangé) ! »
(J-L Boursin, Les structures du hasard)

2
Notons a > 0 la précision souhaitée. On cherche ntel que — < a

Vn

2
—<+n
a

i <
- n
aZ

a 0,06 0,04 0,02 0,01

Taille minimale n

de 1’échantillon 1112 2500 10 000 40 000

Ex : On souhaite mesurer l'effet d'un médicament sur la migraine. Pour cela, on constitue 2 groupes,

chacun de 100 personnes. Un groupe A recoit le médicament et un groupe B un placebo (un comprimé

sans principe actif). 68 personnes du groupe A et 56 du groupe B ont vu leur migraine diminuer.

1. Justifier en quoi cette étude prouve que le médicament testé n’est pas suffisamment efficace.

2. Avec des fréquences observées identiques, quelle taille auraient dd avoir les deux groupes pour
qu’on puisse conclure a I'efficacité du médicament ?

1. Dans le groupe A, la frequence d’améliorations observées est f, = 0,68
Onan=100>30,nf, =68>5etn(l—fy) =32>5

L’intervalle de confiance de la proportion p, au niveau de confiance 0,95 est alors :

[0,68 — 0,58;0,78]

1 1
—; 0,68 + —] =
v100 v100 [
Autrement dit, sur la population globale, on aurait entre 58 % et 78 % de patients dont la migraine
serait améliorée par le médicament.

Avec le placebo, on obtient comme intervalle de confiance a 95 % :

1 1
0,56 ———; 0,56 + —] = 10,46, 0,66
[ V100 v100 [ ]



Autrement dit, on pourrait avoir entre 46 % et 66 % d’améliorations sur la population globale avec le
placebo.
Le placebo peut donc obtenir des résultats meilleurs (66 %) que le médicament lui-méme (58 %) : le

médicament n’est donc pas vraiment efficace.

2. Pour qu’on puisse considérer le médicament efficace, il faudrait qu’il obtienne toujours des résultats

supérieurs au placebo.

1 1
Autrement dit, il faudrait que 0,68 —— > 0,56 + —
1 N Jn

1 1
0,68—0,56 >—+—
NN

2
012 >—
Vn

2
vn > 0,12

> (532)
"~ \012

n=278

2

Pour aller plus loin : loi du X2 (loi du « khi - deux »)



