La mesure du cercle

Al-Rashi dans les pas d’Archimede

Aujourd’hui la course aux décimales de © permet de calibrer les gros ordinateurs.
Au xV¢ siecle, al-Kashi déterminait les seize premiéres décimales du « nombre
d’Archimede » avec un exceptionnel brio calculatoire.

our les anciens Grecs, la qua-
Pdrature d’une surface du plan

réside dans la possibilité d’une
construction a la régle et au compas
d’un carré de méme aire que la surface
considérée. On sait, depuis les travaux
de Pierre-Laurent Wantzel (1837) et de
Karl von Lindemann (1882) que la
quadrature du cercle est impossible.
Archimede de Syracuse (— 287, — 212)
fut un quadrateur de génie. Sa détermi-
nation de I’aire d’un segment de para-
bole (« Tout segment limité par une
droite et par une parabole est équiva-
lent aux quatre tiers du triangle ayant
méme base et méme hauteur que le
segment de parabole. ») est un étour- Archiméde,
dissant alliage de rigueur et d’imagina- de Giuseppe Patania (1780-1852).
tion mathématiques.

Dans son traité La mesure du cercle,
Archimeéde raméne la quadrature du
« Une démonstration définitive a rejeté parmi  cercle a la rectification de sa circonfé-
les réves lantique ambition de la quadrature du  rence (¢’est-a-dire a trouver un triangle
R S — rectangle dont un c6té de I’angle droit

cercle. Heureux les géometres, qui résolvent de

. . . coincide avec le rayon du cercle et
temps a autre telle nébuleuse de leur systéme ;  qon; 1 autre coté, la base, a pour lon-

mais les poeétes le sont moins ; ils ne sont pas  gueur le périmétre du cercle).
encore assurés de l'impossibilité de quarrer toute ~ Archimeéde présageait-il en son temps
s . o la quadrature du cercle était une
pensée dans une forme poétique. » "¢ '* 9 &

4 , chimeére ?
Paul Valeéry On trouve, dans 1’Almageste (écrit
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deux siécles plus tard), ce commen-
taire de Claude Ptolémée : « J'aurais
fait ce travail (la quadrature du cercle)
si je n’avais pas compris, comme je l'ai
souvent dit, qu'il est impossible de trou-
ver au moyen des procédeés décrits ici,
un segment de droite exactement égal a
la circonférence du cercle et que, pour
qui cherche a s 'approcher de prés (de
la valeur exacte) les indications don-
nées ici par Archimede suffisent. »

Les « indications données par
Archimede », évoquées par Ptolémée,
sont les deuxiéme et troisiéme proposi-
tions de la Mesure du cercle :
Proposition II : Le rapport de l'aire du
cercle au carré de son diamétre est celui
de 1l a 14.

Autrement dit, w4 =~ 11/14.

Proposition Il : Le périmétre de tout
cercle vaut le triple du diamétre aug-
menté de moins de la septieme partie,
mais de plus des dix soixante et onzieme
parties du diaméetre.

. 10 1
Autrement dit, 3+ ﬂ< m< 3+ =

Les palimpsestes se grattent, les rou-
leaux s’égarent, les bibliothéques brii-
lent, la mémoire de I’homme s’efface.
La philosophie et la science antiques ont
été préservées, perpétuées et magnifiées
par la civilisation arabe qui, de Cordoue
a Bagdad, a prospéré du vin® au xiv*
siecle.
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Al-Kashi, dans les pas d’Archiméde,
poursuivit la quéte sans fin aux déci-
males de 7.

Un érudit vagabond

On ne sait pas quand il est né, ni quand
il est mort. Les archives locales de
Kashan, sa ville natale, signalent sa
présence en 1410. Un an plus tard, il
écrit son premier traité. Ghiyath ad-
Din Jamshid

Masuud al-Kashi est un astronome,
fou de calcul. Ses Khagani Zij (Tables
du grand Khan), rédigées en 1414,
reprennent, corrigent et complétent
les Ilkhani Zij, grand classique de
I’astronomie arabe, écrit deux siécles
plus tot par Nasir al-Din al-Tusi.
Commencent alors les années de péré-
grination sur les chemins de Perse.
Vivant de peu, monnayant son savoir

La mesure du cercle

en legons particuliéres, exercant épi-
sodiquement la médecine, al-Kashi
finit par croiser, a Samarcande, la
route du « Prince astronome », le sul-
tan Oulough Beg. Le temps de la pré-
carité et de I’affliction est consommé.
Al-Kashi, dans les lettres a son pére,
chante les louanges de son mécene («
I connait par cceur I’essentiel du glo-
rieux Coran et récite chaque jours
deux nouveaux chapitres en présence
de zélateurs du Saint Livre et aucune
erreur n’est commise. Il n’ignore rien
de la grammaire arabe et sa calligra-
phie est sans défaut. Il maitrise le
Canon et
grandes en logique, rhétorique et ¢lo-
quence. Il connait a la perfection les
Eléments d’Euclide et cultive toutes
les branches des mathématiques. Sa
puissance en calcul mental est sans
égale [...]. »)

ses connaissances sont

AB.AI=2(1 + OI). (*)
re part, d’apres le théoréme de
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coal a la moitié de ’angle BOC, ¢
hentraine que les deux angles BA(

D sont égaux et les triangld

D[ semblables. En fait, c{

ectangles sont ison
trique (le Snuse est un ray
du cercle).
Par conséquent, 28
Il reste a reporter cette

pour obtenir :
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Al-Kashi enseigne des lors a la
médersa de Samarcande au coté du
céleébre astronome Qadi-zadeh Roumi,
participe a la création de 1’observatoire
de Samarcande, et publie en 1427 son
ouvrage majeur, le Miftah al hisab (La
clé de ['arithmétique).

L'algorithme d’al-Hashi

C’est dans son Traité sur la circonfé-
rence de 1424 que al-Kashi calcule une
valeur de m avec 16 décimales exactes.
L’idée initiale est celle d’Archimede :
approcher le cercle de rayon unité par
un polygone régulier inscrit ayant un
grand nombre de cotés.

Toute la difficulté réside dans le calcul
de la longueur commune des cotés du
polygone.

Al-Kashi commence par I’hexagone
régulier inscrit car son périmétre est trés
facile a calculer. Ce polygone est en effet
la réunion de six triangles équilatéraux.
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Un c6té a donc pour longueur a, = 1 et la
premiére approximation de 7 en découle :
n = 3. (C’est la valeur biblique du
nombre d’Archimede : « I/ fit la mer
de fonte. Elle avait dix coudées d’'un
bord a l'autre, une forme entierement
ronde, cing coudées de hauteur, et
une circonférence que mesurait un
cordon de trente coudées. »

Livre des rois 7 : 22-27).
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L’¢étape suivante consiste a doubler le
nombre de cotés et a déterminer la lon-
gueur d’un c6té d’un dodécagone
régulier.

Al-Kashi a alors la riche idée de tracer
la figure suivante :

et d’y dénicher la remarquable rela-
tion :
b, =2+b,.

Le diameétre du cercle qui vaut 2 est
I’hypoténuse du triangle rectangle dont
les deux autres c6tés ont pour longueur
b,eta,.

D’aprées le théoréme de Pythagore,

b,=,2%—a%=v3 = 1,73205..

et par la formule d’al-Kashi :

b,=/2+b, ~ 1,93185..
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Un nouvel appel a Pythagore fournit
a,=y/22=b2 =~ 0,51763..

En multipliant par 6, on obtient le
résultat
n = 3,10582...

Al-Kashi ne renonce pas malgré la
médiocrité de I’approximation. Arrivé a
ce stade, il fait la simple mais géniale
remarque que sa formule n’est pas
propre a I’hexagone et au dodécagone ;
elle reste vraie pour tout polygone
régulier dont on double les cotés.

La considération des deux suites

bf]= 2+b _,eta_ =,/ 4—br21

permet donc d’obtenir de proche en
proche une suite de valeurs capturant
de mieux en mieux la valeur de 7.
Pour n = 96, il retrouve la valeur
d’Archimede t = 3,14103... Mais il va
plus loin. Son propos est de déterminer
« le diamétre de 'univers en ne se
trompant pas plus que I’épaisseur d’un
crin de cheval », ce qui d’apres ses
estimations nécessite de connaitre T
avec 16 décimales exactes.
Il calcule, calcule, calcule.
Et trouve m = 3,1415926535897932...
Le polygone associ¢ a 805 306 368
cotés !

F.C.
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