LOIS NORMALES

| Préliminaires

Soit X,, © B(n,p). C’est une variable aléatoire discréte : la représentation des différentes probabilités
p(X,, = k) est donc un nuage de points, que 1’on peut transformer en diagramme en batons.

Pour se rapprocher d’une loi continue, on peut remplacer ces batons par des rectangles de largeurs 1,
centrés en x = k. Chaque classe ne contient alors qu’une seule valeur de probabilité non nulle.
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B(50; 0,35) B(200; 0,35) B(400; 0,35)

Lorsque n varie, on obtient des histogrammes qui different par leurs positions et par leurs dispersions :

= Dans un premier temps, on cherche a stabiliser la position de 1’histogramme en considérant la
variable aléatoire X,, — E(X,) dont I’espérance vaut 0 (variable centrée). Toutes les valeurs sont
ainsi décalées vers la gauche en fonction de la valeur moyenne qu’est I’espérance : on obtient alors
des histogrammes symétriques par rapport a I’axe des ordonnées.
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= Dans un second temps, on cherche a stabiliser la dispersion, caractérisée par 1’écart-type.
X, —E(X,)
On introduit alors la variable aléatoire % . On peut prouver qu'elle est toujours centrée
o n

(espérance nulle) et que son écart-type vaut 1 (variable réduite)
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Le résultat est vraiment probant : on peut méme conjecturer que plus les valeurs de n augmentent, plus
I’histogramme se « lisse » et plus son aspect de « cloche » peut étre caractérisé par une fonction...



Et bien, le mathématicien Abraham de Moivre (frangais, 1667-1754) a réussi ’impensable : il a
découvert quelle est cette mystérieuse fonction !
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Il s’agit de la fonction f définie sur Rpar f(x) = —e 2

V2r

Ce qui précede illustre le théoréme suivant, démontré dans un premier temps par de Moivre en 1733
pour le cas particulier p = 0,5 puis par Pierre Simon de Laplace dans le cas général en 1812,

Théoréme de Moivre-Laplace : (admis)
Soit X,, une variable aléatoire suivant une loi binomiale B(n,p), p €]0; 1[, n € N*
Xn —np _Xn_E(Xn)

Soit Z,, = = la variable aléatoire centrée réduite associée a X,.
Jnp(1—p) o(Xn)
b 1 —x2
Pourtousréelsaetbtelsquea < b,ona lim p(a<Z,<b)= f ——e 2 dx
q no+oo p( n ) “ m
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Autrement dit, lorsque n devient trés grand, une loi binomiale peut d’une certaine maniére étre

y \. approchée par une loi continue qu’on appellera loi normale centrée réduite.
y \

Remarque : on admet que [’aire du domaine compris entre la courbe représentative de f et I’axe des
abscisses vaut 1 : cela permet d affirmer que f est bien une densité de probabilité sur R

Il Loi normale centrée réduite

Définition : La loi normale centrée réduite, notée V' (0, 1) est la loi continue ayant pour densité de
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probabilité la fonction f définie sur R par f(x) =

1
—e
V2T

Sa courbe représentative a une forme
caractéristique « en cloche ».

Elle est symétrique par rapport a 1’axe des
ordonnées et 1’aire totale sous la courbe

estégalea 1.

Remarque : il est impossible de déterminer une forme explicite de primitives de cette fonction...

Propriétés : Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale V'(0, 1).
Pour tout réel u, ona:

pX<-uw=pXzu)=1-pX <u)

En particulier, p(X < 0) = p(X = 0)

1
p(XSO):E




Propriétés : Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale V(0 ; 1).

OnaalorsE(X) =0 ,V(X) =1 etdonco(X) =1

+ 00
Preuve : D’une certaine maniére, on a E(X) = J tf (t)dt
0 +0o0
=f tf(t)dt+f tf (t)dt
— 00 O
0 0 1 —t2
Or,J tf (t)dt =j —te 2 dt
x x V21
1 -21°
:—[—eTl
V2m .
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im [ tf(de = lim — ( _x2> _
Donc lim J tf(t)dt = lim —|—-1+e 2 |=—
xomc0 ) r® Xm0 \2 7 N
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De méme, lim f tf (tH)dt = —
i ), 04 =

Au final, on a donc bien E(X) =0

Théoréme : Soit X une variable aléatoire
suivant la loi normale (0, 1).

Pour tout réel a €]0;1[, il existe un
unique réel positif u, tel que :

p(—u, <X <u,)=1-«a

Preuve : D’apres la symétrie de la courbe de la densité de probabilité, on a pour tout réel u :

p(—u<X<w)=p(—u<X<0)+p0<X<u

= 2F(u) ou F est la primitive de f qui s’annule en 0.
Or, la fonction F est continue et strictement croissante sur [0 ; +oo[ car F =1 >0
Par ailleurs,ul_i)rjloo 2F(u) = ul_i)rg) 2p(0<X <u)
=2p(0 <X)

2 ! 1
= X — =
2



D’ou u |0 +00

1
0

Or,sia €]0;1[,alors1 —a €]0; 1]

2F est continue, strictement croissante, 2F(0) = 0 et lim 2F(u) = 1.
u—+oo

D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique u, dans [0; +oo| tel que I’on ait

2F(u) =1 — a. Etainsi,onabienp(—u, <X <u,)=1-a.

=» Détermination avec la calculatrice
Par exemple, cherchons u tel que p(—u < X < u ) = 0,98 (soit 98% des réalisations entre —u et u)
Faire 2"% var (distrib), invNormale. Entrer 0,98 comme aire, u = 0 et ¢ = 1 (car la loi normale

est centrée et réduite ici) et préciser pour la zone CTR (car I’aire est ici au centre)

On obtientu =~ 2,326

Autrement dit, 98% des réalisations de X se trouvent entre —2,326 et 2,326

Valeurs particuliéres : ug g5 = 1,96 (pour 95%) et ugyo, = 2,58 (pour 99%)

Remarque : si on cherche a tel que p(X < a ) = 0,98 alors il suffit de faire invNormale avec comme

réglages 0,98 pour ’aire, 0 et 1 puis GAUCH

Tant que nous y sommes, la calculatrice peut également calculer p(a < X < b ) via normalFRép :
indiquer a en bornin et b en bornsup (puis u et o si besoin)

Ex : considérons X & NV'(0; 1)
p(—1<X<2)=~0,8186

Cela peut également servir a calculer d’autres probabilités en utilisant la symétrie de la courbe :

— 31 1 4 T

p(X<2)=05+p(0<X<2) p(X<-15)=05-p(-1,5<X<0)

~ 0,9772 ~ 0,0668

Deméme, p(X=1)=05—-p(0<X<1)=1-pX=<1)=pX<=<-1)
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1 = . .
Remarque : la densité f(x) = \/?e 2 ayant une décroissance ultra rapide en + o et en — o0, on
s

peut également « tricher »...
pX<2) =p(—0<X<2)=p(—10<X<2)

En effet, ona déja p(X < —5) 2,87 x 1077 = 0

111 Lois normales

Définition : Soient u un nombre réel et & un nombre réel strictement positif. On dit que la variable

U . . 1
suit la loi normale centrée réduite

aléatoire X suit la loi normale V(i ; 02) si la variable aléatoire
N(; 1).

Remarques : u est alors ’espérance de X et o son écart type.

La courbe représentative de la fonction - N(3:0.25)

densité de la loi N (u; 0?) est une -
courbe dite « en cloche » et symétrique (3:;1)

par rapport a la droite d’équation x = u

N(3;5)
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Plus son écart-type o est petit, plus cette courbe est resserrée autour de cet axe de symétrie (normal
puisqu’il caractérise la dispersion autour de [’espérance 1)

Propriétés : Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale N (u; o2).
1% ([.l —0<X< u + U) ~ 0,683 Soit 68,3 % des valeurs en prenant un écart type d’écart par rapport a la moyenne
1% (‘Ll —20<X< U + 20') =~ 0,954 soit 95,4 % des valeurs en prenant un écart type d’écart par rapport a la moyenne
1% (‘Ll —30<X< U + 30') =~ 0,997 S0it 99,7 % des valeurs en prenant un écart type d’écart par rapport a la moyenne

= Comment retrouver ces valeurs a la calculatrice ?
Il suffit de centrer et de réduire la variable aléatoire X !

p(u—20<X<u+20)=p(—20<X-—puc<2o0)

X—pu
=p(-2< sz)
p(-2=

X—pu

Or, S N(0; 1) : il suffit donc de faire NormalFrep(—2;2) avecu = 1 et ¢ = 0, ce qui

donne environ 0,954



Pour ce qui est des calculs, tout fonctionne comme pour la loi normale centrée réduite, sauf qu’il faut
indiquer a la calculatrice la valeur de u et celle de o. Et justement, de nombreux exercices requierent la
détermination de o (voire de u etde o 1)

= Ex-méthode : Des études statistiques ont permis de modéliser le temps hebdomadaire, en heures,
de connexion a internet des jeunes de 16 a 24 ans par une variable aléatoire T © N (13,9 ; ¢2).

On sait que 4,2 % de ces jeunes passent plus de 21 heures par semaine connectés : déterminer alors
une valeur approchée de o au centieme.

Tout calcul avec une loi normale nécessite les valeurs de u et a. Lidée est donc de se ramener a la seule loi normale
pour laquelle u et o sont connus : la loi normale centrée réduite ! On va donc centrer et réduire T :

On sait que p(T > 21) = 0,042 donc p(T — 13,9 > 21 — 13,9) = 0,042 =>» centrage

T-139 7,1 ,
p (— > —) = 0,042 => réduction
o o
.. T —13,9
Ainsi, si l'onnote X = —  alors X © NV (0; 1)
o

7,1
Etsil'onnote a = ~ alors p(X > a) = 0,042
D’ou a = 1,7279 en faisant invNormale de 0,042 pour u = 0eto = 1 et DTE

71
Autrement dit — ~ 1,7279
o

7.1
1,7279 ~

o

411 =0

Remarque : si on avait donné p(5,8 < T < 22) = 0,954 alors on aurait pu répondre directement car
c’est une valeur remarquable !
On aurait en effet pu dire que I’on avait 3,9 + 20 = 22.

Ex : Une coopérative de fruits gere la production de cerise de plusieurs producteurs. Le diametre des
cerises en mm est une variable aléatoire D qui suit une loi normale d’espérance 22 et d’écart-type 1,6.
1° La cooperative doit calibrer les cerises pour un fabricant de fruits confits. Pour ce faire, les cerises
sont portées sur un tapis roulant a travers deux calibreuses : la 1°® ne laisse passer que les cerises au
diamétre inférieur & 23 mm, et la 2"% ne laisse passer que les cerises au diamétre inférieur a 21 mm.
Les cerises acceptées sont celles qui passent le 1" calibre et sont rejetées par le 2" calibre.
a. Quelle est la probabilité qu’une cerise soit acceptée ? (au millieme)
b. Quelle est la probabilité qu’une cerise ne passe pas le 1* calibre ? (au millieme)
c. Quelle est la probabilité qu’une cerise ayant passé le 1°" calibre passe le 2" calibre ? (au milliéme)
2° La coopérative doit sélectionner les 10% de cerises au diamétre le plus large pour un fabricant de
produits surgeles. Quel est le diamétre minimal des cerises sélectionnées ? (au centiéme de mm)
3° Les cerises qui ne sont ni sélectionnées pour le confisage ni pour la congélation sont gardées pour la
fabrication de fruits au sirop. Donner sous forme d’intervalles les diamétres de ces cerises.
4° On admet que la coopérative vend chaque année a ses différents commanditaires un nombre X de
cerises exprimé en tonnes. X suit la loi normale '(u; ¢2). Ce nombre de cerises a une probabilité
0,1 d’étre inférieur a 11 000 t et une probabilité 0,2 d’étre supérieur a 21 000 t.
a. Deéterminer les paramétres u et o de la loi de X. Arrondir a 1’unité.
b. La coopérative réalise un chiffre d’affaire de 12 € / tonne. Les charges 190 000 € / an, quelle est
la probabilité en pourcentage a 10~ prés que I’entreprise ne fasse pas de pertes cette année ?
c. Quelle est la probabilité que la coopérative réalise un bénéfice annuel supérieur a 30 000 € ?



1°a. p(21 < D < 23) ~ 0,4680
b. p(D >23) =0,5—p(22 <D < 23) ~ 0,2660

p((D <21)n (D < 23))
p(D < 23)
p(D < 21)
“1-p(D > 23)

C.P(p<23)(D < 21) =

=~ (0,3624
2°p(D >a) =0,1donc p(D <a)=0,9
Le diametre minimal des cerises sélectionnées est donc de 24,05 mm.
3° Le confisage correspond a I’intervalle [21 ; 23] et la congeélation a [24,05 ; +oo

Les cerises pour le sirop sont donc dans [0 ; 21| U|23; 24,05]

X— 11 000 —
'u< M)ZO,l

4° a. On sait que p(X < 11 000) = 0,1 etdonc p ( E

X—pu
o

11000 —p

Et puisque S N(0;1) alors a (obtenu via invNormale(O,l))

- X—p 21000—p
On sait aussi que p(X > 21 000) = 0,2 et donc p( - > ) =0,2

o
21000 —u
A1n51,T =b (obtenu via invNormale(O,S))
.« (11000 —p=ac , . . ac+u=11000
D'ou {21 000 — y = hg ©Cest-a-dire {ba + = 21000

Donc (b —a)o = 10000

= ~ 4710
T -0

Etdela, =11 000 —ao = 17 036
b. Le chiffre d’affaire doit dépasser 190 000 €, ce qui fait que le nombre de tonnes vendues doit

étre supérieura 190 000 :12 = 15 834.

p(15834 < X) =0,54+p(15834 < X <17 036) = 0,6007

Il'y adonc 60,07 % de chances que I’entreprise ne fasse pas de pertes cette année.

c. Pour que le bénéfice dépasse 30 000 €, il faut vendre 220 000 : 12 = 18 334 tonnes.
p(18334 < X) = 0,5 — p(17 036 < X < 18 334) ~ 0,3914
Il'y adonc 39,14 % de chances que la coopérative réalise un bénéfice annuel supérieur & 30 k€.

Pour aller plus loin : application a I'échantillonnage !



