
LOİS CONTİNUES 
 

 

 

I Loi de probabilité à densité 
Dans les situations étudiées jusqu’à maintenant, les variables aléatoires 𝑋 prenaient un nombre fini de 

valeurs 𝑥1, 𝑥2, …, 𝑥𝑛. Il s’agissait de variables aléatoires « discrètes ».  

Or, certaines situations ne peuvent pas être modélisées de la sorte : temps d’attente du métro, durée de 

vie d’un disque dur…  

 
Définition : Une variable aléatoire 𝑋 est dite continue lorsqu’elle peut prendre n’importe quelle valeur  

 

d’un intervalle I de ℝ.  

 
Ex : A la sortie d’un concert, des fans décident d’attendre leur idole. Les statistiques sur les précédents 

concerts ont permis de modéliser le temps d’attente par une certaine fonction 𝑓 définie sur [0 ; +∞[. 
 

On définit alors une variable aléatoire 𝑋 correspondant à ce temps d’attente en minutes : cela peut être 

un nombre décimal). 
 

La probabilité que cette attente soit comprise 

 

entre 60 et 90  minutes est  𝑝(60 ≤ 𝑋 ≤ 90) 

 

Cette probabilité sera alors définie comme 

l’aire de la surface comprise entre la courbe 

représentative de 𝑓, l’axe des abscisses et les 

droites d’équations 𝑥 = 60 et 𝑥 = 90. 

 

Ainsi, on peut écrire que : 

𝑝(60 ≤ 𝑋 ≤ 90) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
90

60

 

 

 

 

 

Définition : Soit 𝐼 = [𝑎 ;  𝑏] un intervalle de ℝ. 
 

On  appelle  densité  de  probabilité  toute  fonction  𝑓  définie,  continue  et  positive  sur  𝐼  telle  que 

∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

= 1 

On dit que la variable aléatoire 𝑋 suit une loi de densité 𝑓 sur 𝐼 si pour tout intervalle 𝐽 = [𝑐 ;  𝑑] ⊂ 𝐼, 
 

𝑝(𝑋 ∈ 𝐽) = 𝑝(𝑐 ≤ 𝑋 ≤ 𝑑) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑑

𝑐

 

 

Important : les inégalités peuvent être strictes ou larges, cela ne change rien ! 
 

En effet, 𝑝(𝑋 = 𝑎) = 𝑝(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑎) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑎

𝑎

= 0. 

 

Et ainsi, 𝑝(𝑐 ≤ 𝑋 ≤ 𝑑) = 𝑝(𝑐 < 𝑋 ≤ 𝑑) = 𝑝(𝑐 ≤ 𝑋 < 𝑑) = 𝑝(𝑐 < 𝑋 < 𝑑). 

 
Définition : Soit 𝑋 une variable aléatoire continue suivant une loi de densité 𝑓 sur [𝑎 ;  𝑏]. 
 

L’espérance de 𝑋 est le nombre réel E(𝑋) = ∫ 𝑡𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 



Ex : On considère qu’au pire 2 secondes après le départ d’une course, tous les concurrents sont partis.  

1°  Montrer que la fonction définie sur [0 ;  2] par 𝑓(𝑡) =
2

3
−

𝑡3

12
 est une densité de loi de probabilité. 

2°  Soit 𝑋 la variable aléatoire correspondant au temps d’attente pour franchir la ligne de départ. On 

considère que 𝑋 suit la loi de probabilité de densité 𝑓. Calculer 𝑝(1 ≤ 𝑋 ≤ 2). Interpréter. 

3°  Calculer E(𝑋). Interpréter. 
 

1° On a 0 ≤ 𝑡 ≤ 2  et  donc  0 ≤
𝑡3

12
≤

8

12
 

 

1° On a 0 ≤ 𝑡 ≤ 2  et  donc  0 ≥
−𝑡3

12
≥

−8

12
 

 

1° On a 0 ≤ 𝑡 ≤ 2  et  donc  
2

3
≥

2

3
−

𝑡3

12
≥

2

3
−

8

12
 

 

1° On a 0 ≤ 𝑡 ≤ 2  et  donc  
2

3
≥ 𝑓(𝑡) ≥ 0 

 

Par ailleurs, ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
2

0

= ∫
2

3
−

𝑡3

12
𝑑𝑡

2

0

 

 

Par ailleurs,a ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
2

0

= [
2

3
𝑡 −

𝑡4

48
]

0

2

 

  

Par ailleurs, ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
2

0

=
2

3
× 2 −

24

48
− 0 

Par ailleurs, ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
2

0

= 1 

𝑓 est donc bien une densité de loi de probabilité sur [0 ;  2]. 
 

2°  𝑝(1 ≤ 𝑋 ≤ 2) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
2

1

 

 

2°  𝑝(1 ≤ 𝑋 ≤ 2) = [
2

3
𝑡 −

𝑡4

48
]

1

2

 

 

2°  𝑝(1 ≤ 𝑋 ≤ 2) =
2

3
× 2 −

24

48
− (

2

3
× 1 −

14

48
) 

 

2°  𝑝(1 ≤ 𝑋 ≤ 2) =
17

48
≈ 0,35 

 

Environ 35% des concurrents démarrent au moins une seconde après le départ. 

 

3° E(𝑋) = ∫ 𝑡 (
2

3
−

𝑡3

12
) 𝑑𝑡

2

0

= ∫
2𝑡

3
−

𝑡4

12
 𝑑𝑡

2

0

 

 

3° E(X)  = [
𝑡2

3
−

𝑡5

60
]

0

2

 

 

3° E(X)  =
22

3
−

25

60
 

 

3° E(X)  =
48

60
= 0,8 

 

En moyenne, un concurrent met 0,8 secondes pour démarrer. 



II Cas particuliers de lois continues 
1° Loi uniforme 

Choisir un nombre entier entre 1 et 6 revient à lancer un dé cubique : loi discrète, équiprobabilité… 

Mais choisir un nombre entre 1 et 6 n’est pas modélisable du point de vue  discret  : il existe en effet  

une  infinité  de  nombres  compris  entre  1 et 6!  (et  chacun  a  donc  une  probabilité   égale  à  zéro  de 

sortir) 

On va donc attribuer à chaque intervalle de [1 ;  6] une probabilité proportionnelle à l’amplitude de cet 

intervalle. L’intervalle [1 ;  6] ayant pour amplitude 5, la probabilité d’un sous-intervalle de [1 ; 6] devra 

donc être égale à  son amplitude divisée par 5. Ainsi, 𝑝([3 ;  4]) =
1

5
 

 

Définition : soient 𝑎 et 𝑏 deux réels tels que 𝑎 <  𝑏. 

 

On appelle loi uniforme sur [𝑎 ;  𝑏] la loi ayant pour densité de probabilité la fonction constante définie 

sur [𝑎 ;  𝑏] par 𝑓(𝑥) =
1

𝑏 − 𝑎
. On peut la noter 𝒰([𝑎 ; 𝑏]) 

Propriété : Soit 𝑋 une variable aléatoire telle que 𝑋 ↪ 𝒰([𝑎 ; 𝑏]). 
 

Pour tout 𝑐 et 𝑑 de [𝑎 ; 𝑏], 𝑝(𝑐 ≤ X ≤ 𝑑) =
𝑑 − 𝑐

𝑏 − 𝑎
      et       E(𝑋) =

𝑎 + 𝑏

2
 

 

Preuve : 𝑝(𝑐 ≤ 𝑋 ≤ 𝑑) = ∫
1

𝑏 − 𝑎
𝑑𝑡

𝑑

𝑐

 E(𝑋) = ∫
𝑡

𝑏 − 𝑎
𝑑𝑡

𝑏

𝑎

 

 𝑝(𝑐 ≤ X ≤ 𝑑) = [
𝑡

𝑏 − 𝑎
]

𝑐

𝑑

 

 

E(X) =
1

𝑏 − 𝑎
[
𝑡2

2
]

𝑎

𝑏

 

 𝑝(𝑐 ≤ X ≤ 𝑑) =
𝑑 − 𝑐

𝑏 − 𝑎
 

 

E(X) =
1

𝑏 − 𝑎
(

𝑏2

2
−

𝑎2

2
) 

  

 

E(X) =
1

𝑏 − 𝑎
×

(𝑏 − 𝑎)(𝑏 + 𝑎)

2
 

  

 

E(X) =
𝑎 + 𝑏

2
 

 

Ex : Sur la ligne 2, on suppose qu’il y a une rame de métro à intervalles réguliers, toutes les 5 minutes. 

Un élève qui ignore les horaires de passages arrive à une station. 

1° Quelle est la probabilité qu’il attende plus de 2 minutes ? Moins d’une minute ? 

2° En moyenne, combien de temps va-t-il attendre ? 
 

Notons 𝑋 la variable aléatoire représentant le temps d’attente :  𝑋 ↪ 𝒰([0 ; 5]) 
 

1°  𝑝(𝑋 ≥ 2) = 𝑝(2 ≤ X ≤ 5) =
3

5
 

 

La probabilité qu’il attende plus de 2 minutes est de
3

5
 



𝑝(𝑋 ≤ 1) = 𝑝(0 ≤ X ≤ 1) =
1

5
 

 

La probabilité qu’il attende moins de 1 minute est de
1

5
 

 

2° E(𝑋) =
0 + 5

2
= 2,5 

 

Le temps d’attente moyen est de 2 min 30. 

 
2° Loi exponentielle 

On estime que la probabilité qu’un enfant qui vient de naître vive 40 ans (c'est-à-dire 40 ans de plus) 

est de 0,98. Mais pour une personne de 60 ans, cette probabilité de vivre 40 ans de plus est de 0,03. 

C’est le processus de vieillissement : la plupart des phénomènes naturels y sont soumis. 

Il existe toutefois des phénomènes qui ne sont pas soumis à ce processus de vieillissement. Prenons par 

exemple un verre en cristal. La probabilité qu’il soit cassé dans les cinq prochaines années ne dépend 

pas de son âge : que je le possède depuis 2 ans ou depuis 20 ans, la probabilité qu’il casse dans les cinq 

prochaines années reste la même. Ce « non vieillissement » intervient également pour la durée de vie 

de nombreux composants électroniques, de la radioactivité, pour le temps d’attente entre deux coups 

de fils reçus, entre deux tremblements de terre… 

 Une loi permet de modéliser ces situations de « durée de vie sans vieillissement ». 

 
Définition : Soit 𝜆 un réel strictement positif. 

 

La  loi exponentielle de paramètre 𝜆  est la loi qui a pour densité de probabilité la fonction  𝑓 définie 

sur  [0 ;  +∞[ par 𝑓(𝑡) = 𝜆𝑒−𝜆𝑡 

 

Propriété : Soit 𝑋 une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramètre 𝜆. 

 

Pour tout 𝑎 ≥ 0, 𝑝(𝑋 ≤ 𝑎) = 1 − 𝑒−𝜆𝑎 

 

 On a alors 𝑝(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = 𝑒−𝜆𝑎 − 𝑒−𝜆𝑏  et  𝑝(𝑋 > 𝑎) = 𝑒−𝜆𝑎 

 
Preuve : 𝑝(𝑋 ≤ 𝑎) = 𝑝(0 ≤ 𝑋 ≤ 𝑎) 
 

 = ∫ 𝜆𝑒−𝜆𝑡𝑑𝑡
𝑎

0

 

 

 = ∫ −(−𝜆)𝑒−𝜆𝑡𝑑𝑡
𝑎

0

 

 

 = [−𝑒−𝜆𝑡]
0

𝑎
 

 

 = −𝑒−𝜆𝑎 − (−𝑒−𝜆×0) 
 

 = −𝑒−𝜆𝑎 + 1 
 

𝑝(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = 𝑝(𝑋 ≤ 𝑏) − 𝑝(𝑋 ≤ 𝑎) 
 

𝑝(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = 1 − 𝑒−𝜆𝑏 − (1 − 𝑒−𝜆𝑎) 

  

𝑝(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = 1 − 𝑒−𝜆𝑏 − 1 + 𝑒−𝜆𝑎 

 

𝑝(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = 𝑒−𝜆𝑎 − 𝑒−𝜆𝑏 



Propriété : Soit 𝑋 une variable aléatoire suivant la loi exponentielle de paramètre 𝜆. 

Pour tous réels 𝑡 et ℎ positifs, 𝑝𝑋≥𝑡(𝑋 ≥ 𝑡 + ℎ) = 𝑝(𝑋 ≥ ℎ)
.
. 

 

 Cette propriété traduit le phénomène de non vieillissement : la probabilité de vivre « ℎ heures de 

plus » est la même que celle de vivre plus de ℎ heures.  Autrement dit, vivre « ℎ heures de plus » ne 

dépend pas du temps qu’on a déjà vécu. 

 

Preuve : 𝑝𝑋≥𝑡(𝑋 ≥ 𝑡 + ℎ) =
𝑝((𝑋 ≥ 𝑡) ∩ (𝑋 ≥ 𝑡 + ℎ))

.

.
𝑝(𝑋 ≥ 𝑡)

 

 

=
𝑝(𝑋 ≥ 𝑡 + ℎ)

.

.
𝑝(𝑋 ≥ 𝑡)

 

 

=
𝑒−𝜆(𝑡+ℎ)

.

.
𝑒−𝜆𝑡

 

 

= 𝑒−𝜆ℎ = 𝑝(𝑋 ≥ ℎ) 

 
Ex : La durée de vie, exprimée en années, d’un appareil électronique est modélisée par une variable 

aléatoire 𝑋 suivant la loi exponentielle de paramètre 𝜆 = 0,07 sur [0 ;  +∞[ 
Sachant que l’appareil a fonctionné 10 ans, quelle est la probabilité qu’il fonctionne encore 5 ans ? 

 

𝑝𝑋≥10(𝑋 ≥ 10 + 5) = 𝑝(𝑋 ≥ 5) ≈ 0,705 

 
 

Propriété : Soit 𝑋 une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre 𝜆.  On a 𝐸(𝑋) =
1

𝜆
 

 

Preuve : Par définition,  𝐸(𝑋) = ∫ 𝑡 × 𝜆𝑒−𝜆𝑡
+∞

0

𝑑𝑡 = lim
𝑥→+∞

∫ 𝑡 × 𝜆𝑒−𝜆𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 

 

Or, ((
−1

𝜆
− 𝑡) 𝑒−𝜆𝑡)

′

= −1 × 𝑒−𝜆𝑡 + (
−1

𝜆
− 𝑡) × −𝜆𝑒−𝜆𝑡 

Or, ((
−1

𝜆
− 𝑡) 𝑒−𝜆𝑡)

′

= −𝑒−𝜆𝑡 + 𝑒−𝜆𝑡 + 𝑡 × 𝜆𝑒−𝜆𝑡 

Or, ((
−1

𝜆
− 𝑡) 𝑒−𝜆𝑡)

′

= 𝑡 × 𝜆𝑒−𝜆𝑡 

D′où ∫ 𝑡 × 𝜆𝑒−𝜆𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 = [(
−1

𝜆
− 𝑡) 𝑒−𝜆𝑡]

0

𝑥

 

 

D′où ∫ 𝑡 × 𝜆𝑒−𝜆𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 = (
−1

𝜆
− 𝑥) 𝑒−𝜆𝑥 − (

−1

𝜆
− 0) 𝑒−𝜆0 

 

D′où ∫ 𝑡 × 𝜆𝑒−𝜆𝑡
𝑥

0

𝑑𝑡 =
−1

𝜆
𝑒−𝜆𝑥 − 𝑥𝑒−𝜆𝑥 +

1

𝜆
 

 

Et de là, 𝐸(𝑋) = lim
𝑥→+∞

(
−1

𝜆
𝑒−𝜆𝑥 − 𝑥𝑒−𝜆𝑥 +

1

𝜆
) 

 

Et de là, 𝐸(𝑋) = lim
𝑥→+∞

(
−1

𝜆
×

1

𝑒𝜆𝑥
−

1

𝜆
×

𝜆𝑥

𝑒𝜆𝑥
+

1

𝜆
) =

1

𝜆
 

 
Pour aller plus loin : loi géométrique, loi de Poisson… 


