HISTOIRES

o par Marc Thierry

Un orfévre du

raisonnement par récurrence

Le raisonnement par récurrence est un outil majeur dans
les démonstrations mathématiques. On trouve chez Pascal,
a trois reprises au moins, la mise en ceuvre explicite d’un
raisonnement « presque » par récurrence, ce qui fait de lui
I'un des inventeurs du procédé.

14

u xvire siécle, Pierre de Fer-

mat introduit le procédé de

« descente infinie », bien mal
dénommé puisque, précisément, la
« descente » est finie. Le raisonnement
par récurrence, quant a lui, pourrait étre
qualifié de « montée a I’infini ». A la
méme époque, Pascal crée un outil re-
marquable qui s’y apparente. Etrange-
ment, il ne I’utilisera que rarement dans
ses écrits mathématiques, preéférant
souvent démontrer « par I’exemple »
et jugeant inutile d’expliciter la mon-

tée vers I’infini. Ce défaut de rigueur
est-il propre a Pascal ? Non, les ma-
thématiciens, aux xvi® et xvie siécles,
se contentent souvent de « démontrer
par I’exemple », quand I’intuition le
permet, comme s’il existait des « idées
claires et distinctes » (comme 1’écrit
Descartes) que I’on n’avait pas a analy-
ser plus que nécessaire mais seulement
a faire sentir aux lecteurs. Le x1x° siecle
montrera les limites de ces pratiques et
apportera aux mathématiques beau-
coup plus de rigueur.

Le triangle de Pascal (voir page 20). Les cellules constituant les deux bords du triangle
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qui se rejoignent au sommet sont constituées uniquement de chiffres 1. L'entier qui

1
1
Ll
- ey el |
4 6 4
10 10 5

figure dans toute cellule (par exemple 6) est la somme des entiers qui se trouvent dans

les deux cellules du dessus (3 + 3). Le nombre situé dans la « colonne » p (oblique,

contenant un élément de chaque ligne en comptant a partir de 0) et la ligne n (en

comptant a partir de 0 les lignes) indique le nombre de combinaisons possibles

de p éléments dans un ensemble a n éléments et vaut done C/ , noté encore

! ( " ). soit —n

p/ piin

pi*
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L'origine du raisonnement
par récu{reqpe

Le raisonnement par induction
consiste, a partir d’une collecte d’ob-
servations, a formuler une loi géné-
rale ; ce raisonnement est omniprésent
dans les sciences de la nature. Le rai-
sonnement par déduction consiste, a
partir d’une loi, & en tirer des consé-
quences, en utilisant le raisonnement
logique. L’induction va du particulier
au général, la déduction du général au
particulier.

En mathématiques, I’induction n’a pas
sa place, en principe, puisque la spé-
cificité des mathématiques est de dé-
montrer des résultats généraux en se
fondant sur quelques principes admis,
les axiomes. Pourtant, au xvi® siecle,
les mathématiciens utilisent le rai-
sonnement par induction, ou plutét la
« preuve par [’exemple » : en donnant
quelques exemples signifiants, ils en
déduisent des énoncés généraux.

On sait combien !’intuition est trom-
peuse en mathématiques : Descartes
commit quelques « erreurs », Fermat
a formulé des conjectures restées cé-
lebres qui se révélerent erronées (sans
toutefois prétendre qu’elles étaient
vraies). Méme Euler et Cantor ont été
trompés par I’intuition ! Pascal, lui,
semble ne s’étre jamais trompé, bien
qu’utilisant fréquemment la « preuve
par I’exemple » : il refusa de se
confronter a des problémes ou I’intui-
tion pouvait le tromper, par exemple en
théorie des nombres.

Le raisonnement par récurrence per-
met, avec toute la rigueur nécessaire,
de passer du particulier au général ; on
évoque encore 'induction mathéma-
tique ou I’ induction compleéte.

1654, L'ANNEE DU TRIANGLE

Un exemple classique
de raisonnement par récurrence

Calculons, en fonction de I’entier naturel », la somme
1+2+3+... +n Notons S_cette somme, définie pour
n supérieur a 1. Par un artifice classique, on devine que
S, = n(n + 1)/2. 11 suffit par exemple de remarquer que
2S estégala:
(1+2+3+...+n)+(nt(n-1)+(n-2)+...+1),etdonca
(1+nm+@+(m—-1)+.. + (n+ 1), soit encore a
nn+1).

L’égalité S, = n(n + 1)/2 semble prouvée pour tout n.
Elle est par exemple vraie pour n = 1 ou pour n = 2. Le
raisonnement par récurrence est alors utilisé pour confir-

mer ce que I’intuition laisse supposer.

*La formule S = n(n + 1)/2 est vraie pour n = 1.
Supposons-la vraie pour un entier n» et calculons

nr

n(n+ 1)2 + (n+ 1), soit encore (n + 1)(n/2 + 1), que
I’on peut écrire (n+ 1)(n+ 2)/2, qui est bien le résultat

espére.

« Par le principe de récurrence, le résultat est démontré
pour tout entier naturel » supérieur a 1.

D’autres précurseurs

Dans la lettre de M. Amos Dettonville
(un pseudonyme) a M. de Carcavy,
écrite dans les années 16571658, Pas-
cal cite explicitement un prédécesseur :
« Cela est aisé par Maurolic et de la
parait la vérité de ma proposition. » 11
invoque Maurolic (1494-1575), aus-
si appelé Frangois Maurolyc par Ma-
rin Mersenne, ou méme Marulle par
Etienne Pascal, pour justifier I’affirma-
tion suivante : « Tout nombre triangu-
laire pris deux fois et diminué de son
exposant est le méme que le carré de
son exposant. » Le nombre triangulaire
T d’exposant nest 1 +2 +... + n, soit
n(n+1)/2.1l est évident (d’apres I’en-
cadré ci-dessus) que 2T, —n = n.

Suivant William Henry Bussey dans son
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S ... Cette derniére somme vaut S + (n + 1), soit




Il procéde en général de la maniere sui-
vante pour démontrer qu’une proprié-
té P(n) est vraie pour tout entier » : il
montre P(1), P(2), P(3), P(4), P(5) et
conclut par une simple phrase que le
résultat général s’en déduit pour n =6,
puis n = 7, etc. Ce n’est donc pas un
véritable raisonnement par récurrence,
tout comme Pascal procédera plus tard
| (enraisonnant a partir d’exemples).

Trois occurrences chez Pascal

Pascal est considéré, selon la tradition,
comme I’inventeur du raisonnement par
récurrence. Il I’utilise dans ses démons-
trations au moins a trois reprises : dans la
conséquence 12 de son Traité du Triangle
arithmétique (voir page 20), pour établir
la régle des partis (voir page 40), et lors-
qu’il fait usage du triangle arithmétique
pour les combinaisons. Regardons ce der-
nier raisonnement.

La proposition 1 [lemme V] du 7rai-
té du Triangle arithmétique s’énonce
ainsi : « En tout Triangle arithmétique,
la somme des cellules d’un rang paral-
lele quelconque égale la multitude des
combinaisons de l’exposant du rang
article de 1917 The Origin of Mathe-  dans l’exposant du Triangle. »

matical Induction, citant lui-méme

I’article Maurolycus, the First Disco- Cl}

verer of the Principle of Mathematical

Induction signé par Giovanni Enrico Ing -l

Eugenio Vacca en 1909, il apparait que ¢ \°
Maurolycus a largement participé a la 1 \ 2\ 1
diffusion en Europe des ceuvres d’Eu- it \‘V \"

clide, d’Archimede, ou encore d’Apol- 1 13X 8}l 1
lonius, et il a écrit I’ouvrage Arithme- D|B @ A
ticorum libri duo dans I’année 1557 1 14 @ a il
(publié en 1575). C’est a cette occasion H|E|\C/IR | n
qu’il utilise un raisonnement par récur-

rence. Il démontre, par exemple, que Illustration de la propriété
mw+(2n+1)=(n+1)etendéduitque énoncée par Pascal : la somme des trois
1+3+5+...+@n+1)=m+1) nombres entourés se lit
pour tout 7. directement dans le tableau.
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1 2 3 4 5 5 7 8
/ 1 1 1 1 | 1 1 1
2 5 6 7 8
. 3 10 |18 4 2l o8 | 35
4 1 10 |20 | 35 | & a4 | g9p
3 5 15 705 [ 126 210 330
6 1 6 21 126 | 252 | 462 | 792
o 7 28 210 | 462 | 924 | 1716
g | 1 8 36 | 120 | 330 | 792 | 1716 | 3432

On peut aussi représenter le triangle de Pascal sous la forme d’un tableau
rectangulaire dans lequel la lecture se fait selon les diagonales montantes (par
exemple, la cinquiéme ligne du triangle de Pascal « traditionnel » se lit ici le long de
la diagonale qui relie les deux « 6 » en italique).

Blaise Pascal indique que la somme des cellules violettes est égale a ( 2) (en rouge).

Reformulons ce passage. Le mathéma-
ticien considere le triangle GDA. Il af-
firme en fait, simplement, que la somme
des cellules consécutives prises dans
une diagonale quelconque peut se lire
directement dans le triangle de Pascal.
Par exemple, la somme ¢ + y + 0 (qui
se trouve sur la deuxiéme diagonale du
triangle de Pascal) est égale au nombre
de combinaisons du nombre 2 (qui est
le numéro de cette diagonale, comp-
tée a partir du bord du triangle) dans le
nombre 4 (qui est le numéro de la ligne
ou termine la diagonale). Or ce nombre
(ici, 6) est localisé de maniére non am-
bigué dans le triangle de Pascal !

Si ’exposant du triangle est 1, la pro-
position est évidente.

Examinons comment procede ensuite
Pascal. Le lemme second est ainsi
formulé : « S'il se trouve un Triangle
arithmétique dans lequel cette propo-
sition se rencontre, c¢’est-a-dire dans

lequel, quelque rang que [’on prenne,
il arrive que la somme des cellules soit
égale a la multitude des combinaisons
de l'exposant du rang dans ['exposant
du triangle : je dis que le triangle sui-
vant aura la méme propriété. »

Pascal démontre le second lemme en
se fondant sur un exemple, en choi-
sissant un triangle « quelconque », le
troisiéme ; il montre que, pour chaque
rang parallele, la propriété est vraie,
puis il considere le quatriéme triangle
et le second rang paralléle ; la propriété
est encore vérifiée ; il conclut : « On le
montrera de méme de tous les autres. »

Ainsi, Pascal ne démontre pas vrai-
ment la proposition par récurrence,
mais procede a la maniére de Mauro-
lycus : il suppose P(1) ; il montre, sur
un exemple, que si P(») est vraie alors
P(n + 1) est vraie (ici il déduit P(4) de
P(3)) ; enfin, il conclut que P(#n) est
vraie pour tout entier n> 1.
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U‘grs plus de rig_ueur

On trouve un autre exemple d’un rai-
sonnement presque par récurrence, qui
selon Hara Kokiti, dans Pascal et ['In-
duction mathématique (Revue d’his-
toire des sciences et de leurs applica-
tions, 1962), serait antérieur au Traité
du triangle arithmétique. Pascal veut
formuler un critére de divisibilité¢ d’un
nombre donné par un autre nombre
en considérant les chiffres du premier
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nombre (voir page 52). 1l établit, en uti-
lisant le calcul littéral, un critére valable
pour un dividende a un chiffre, puis a
deux chiffres et ensuite a trois chiffres
et il conclut par : « La démonstration
serait la méme si le nombre donné se
composait de plus de trois chiffres. »
Ainsi, une nouvelle fois, le raisonne-
ment par récurrence est démarré mais
pas achevé ; ici la difficulté porterait
sur les symboles a utiliser : comment
noter un dividende a » chiffres ? Seule
I'utilisation des indices permettrait une
démonstration totalement rigoureuse.
L’article de Bussey de 1917 com-
mence par : « Une critique souvent
formulée des mathématiques comme
sujet d’étude dans nos écoles supé-
rieures el colléges est qu’elles n’in-
troduisent aucune observation, expé-
rience ou induction a la
. maniére des sciences de
| la nature. » Cette critique
: n’est pas tout a fait jus-
tifiée : la « preuve » par
' I’exemple, bien qu’insuf-
 fisante, semble permettre
. de découvrir de nouveaux
 résultats, mais c’est sou-
| vent avec un raisonnement
| par récurrence que 1’on
. obtiendra un résultat abso-
" lument général. Cela sup-
pose 1’utilisation du calcul
littéral et, souvent, I’introduction des
indices, des étapes franchies plus tard,
difficilement, par les mathématiciens.

M. T.
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