NOMBRES PREMIERS

Remarque : lorsqu’on parlera de diviseurs, il sera sous-entendu qu’il s’agit de diviseurs positifs

I Définition et propriétés
Définition : Un nombre entier est dit premier s’il admet exactement deux diviseurs distincts : 1 et

lui-méme.
Le nombre 1 n’est donc pas un nombre premier.

Un nombre distinct de 1 et non premier est dit composeé.
Ex : le début de la liste des nombres premiers est 2, 3,5, 7, 11, 13, 17,19, 23,29, 31,37, 41...

Propriété : Tout nombre entier a strictement supérieur a 1 admet un diviseur premier.
Preuve : si a est premier alors le diviseur premier cherché est a.

Sinon, a admet un diviseur autre que 1 et a.

Notons D(a) I’ensemble des diviseurs de a.

D(a) ={1;dy;dy;...;a} avec1 <d, <d, < .. <a.

Si d; n’est pas premier, alors il admet un diviseur d tel que 1 < d < d;.

d|d,; et di|a donc d|a. De plus, d < d;.

Absurde car d; est le plus petit diviseur de a.

Donc d; est premier.

Propriété : Tout nombre composé a admet un diviseur premier inférieur ou égal a /a.
Preuve : a est compos¢ donc il admet au moins un diviseur premier d tel que 1 < d < a.
On peut dOl’lC écrire a= d X d, avec 1 < d < d, <a (en prenant pour d le plus petit diviseur comme dans la preuve précédente)

Ainsi, d? < dd’' c'est-a-dire d* < a et donc d < +/a.

Conséquence : Si aucun des entiers entre 2 et +/n ne divise n, alors n est premier.

= (C’est ce qu’on appelle un « test de primalité ».

Ex : 127 est-il un nombre premier ?

Ona+127 = 11,3. Or, 127 n’est pas divisible par 2, par 3, 5, 7et 11.

Donc 127 est un nombre premier.



Propriété : Soit p un nombre premier.
1. Si p divise le produit ab de deux entiers, alors p divise a ou b.

2. Si p divise le produit ab de deux nombres premiers, alors p = a ou p = b.
Preuve : 1. Si p|a, alors c¢’est fini.
Sip t a, alors p et a sont premiers entre eux.

En effet, p est premier et donc ses seuls diviseurs sont 1 et p.

Par conséquent, le seul diviseur commun de a et p est |

Donc p et a sont premiers entre eux.
Et puisque p|ab, alors p|b d’apres Gauss.

2.D’apres 1., pla ou p|b.

Or, a et b n’admettent comme diviseurs que 1 et eux-mémes.

Et puisque p est différent de 1, alors p = a oup = b.

Ex : Soient a et b deux nombres entiers supérieurs ou égaux a 2. Démontrer que si a + b est un nombre
premier, alors a et b sont premiers entre eux.

Supposons a et b non premiers entre eux.

Autrement dit, si on note d = PGCD (a ; b) alors d = 2.

On a égalementd < a < a + b.

Ordla+bet 2<d<a-+bh.

a + b possede donc un diviseur autre que | et que lui-méme : absurde car a + b est premier.

Donc a et b sont premiers entre eux.

Propriété : Il existe une infinité de nombres premiers.

Preuve : Supposons qu’il n’existe qu’un nombre fini de nombres premiers.

Soit p le plus grand de tous les nombres premiers. Onpose N =2 X3 X 5% ... X p + 1.
N > 1 donc N admet un diviseur premier d.

Nécessairement, d est donc I’'un des nombres 2, 3, 5, ... ou p.

ddivisedonc 2 X 3 X 5 X ... X p etpuisque d| N, alors d|N —2 X 3 X 5 X ... X p.
Autrement dit, d|1. Absurde car d est un nombre premier !

[l existe donc bien une infinité de nombres premiers.



II Décomposition en produit de facteurs premiers

Théoréme : Un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2 est premier ou se décompose de manicre
unique (a I’ordre pres) en produit de nombres premiers.

Preuve : L’unicité est admise (faisable toutefois)
Démontrons 1’existence : soit n un entier naturel non premier.

n n’étant pas premier, il admet un diviseur premier p, différent de 1 et de n.

On peut donc écrire n = p; X g4 ou g4 est un diviseur de n différent de 1 et de n.

Si g, est premier, c’est terminé.

Sinon, g; admet un diviseur premier p,.

On aalors g, = p, X g, ou g, est un diviseur de g, différent de 1 et de g;.

Etainsi, g, < q, <n et n =p; Xpy Xq,

Si g, est premier, c’est terminé. Et sinon, on recommence...

La suite (q;) ainsi obtenue esttelleque | < q; < q;_; <+ <q, < q; <n.

Autrement dit, ¢’est une suite d’entiers naturels strictement décroissante.

Cette suite finit donc par s’arréter, et donc, a un certain moment, on a forcément q;, qui est un diviseur

premier. Et a ce moment-1a, n = p; X p, X ... X pg X qp

Ex : Via la décomposition en facteurs premiers de a = 540 et b = 168, déterminer PGCD(a ; b).

540 = 54 x 10 168 =2 x 84
=9X6X2X%X5 =2X2X42
=3X3X2X3X2X%x5 =2X2X7%X2X3
=22x3%3x5 =23x3x%x7

Donc PGCD(a ; b) = 2% x 3 = 12 en prenant les plus petits exposants.

Ex : Quel est le plus petit carré multiple de 14 850 ?
= 14 850% = 220 522 500 est un carré multiple de 14 850 mais ...
= 7425% 2112 = 15681600 = 3 9602 est mieux...

Pour qu’un nombre soit un carré parfait, il faut que la puissance de chacun des facteurs de sa

N

P ~

décomposition en facteurs premiers soit paire.



14 850 = 50 x 297
=52Xx2X3x99
=2x33x52x11
On prend donc 22 x 3* x 52 x 11?2 = (2 x 32 x 5x 11)?
= 9902
=980 100
= 14 850 X 66

Le plus petit carré multiple de 14 850 est donc 980 100.

Propriété : Soit n un entier naturel non premier dont la décomposition en produit de facteurs premiers

est Py Dy ? Dk

Les diviseurs de n sont tous les nombres s’écrivant sous la forme p; 'p,” B

P oul0 < B; < a; pour

tout i compris entre 1 et k.

k
= le nombre de diviseurs de n est n(ai +1)=(;+D(a,+1)...(a, + 1)
i=1

Ex : déterminer la liste des diviseurs de 340
%'l\
340 =2 x 170

50 5l 50 51 50
=2X2x%X85

5]
— 2
= 29X5x17 1%\7‘ 17‘/\71 179 \ 17" 179/ \17" 17/\71 17/\17

A I’aide d’un arbre par exemple, les diviseurs de 340 sont :

1/2/4/5/10/ 17/ 20/ 34/ 68/ 85/ 170 / 340

I1I Le petit théoréme de Fermat
Théoréme : Sip est un nombre premier etsiaest un entier non divisible par p,alors a?~! =

1 [p].

Autrement dit, a? ' — 1 est un multiple de p.
= Ce théoréme donne une garantie de tomber sur « 1 » lors du cycle des puissances modulo p.
Corollaire : Si p est un nombre premier et si a est un entier, alors a” = a [p].

Autrement dit, a” — a est un multiple de p.



Ex 1 : Démontrer que pour tout entier naturel n, 11 divise 719" — 1.
11 est un nombre premier et 7 est premier avec 11.
Donc, d’aprés le petit théoréme de Fermat, 711 =1 [11].
719 =1 [11]
(719" = 1™ [11]
710" =1 [11]
710 —1 =0 [1]
Autrement dit, 11|79 — 1.
Remarque : on pouvait le faire de maniére classique, avec les congruences...
72 =49 =5 [11]
7t = (7%)%? =52 [11]
=3 [11]

710 = (7M)2x 72 =32 x5 [11]

45 [11]

=1 [11] puis la fin est la méme...

Ex 2 : Montrer que pour tout n € N*, n'3 — n est divisible par 26.

11 suffit en fait de montrer que n'3 — n est divisible par 2 et par 13.

Onadoncn? =n [2] d’aprés le petit théoréme de Fermat avec p = 2.
n*=n? [2]=n [2]

(n*)3xn=n3xn [2]

De méme, onan!® =n [13] d’apres le petit théoréme de Fermat avec p = 13.
Donc 2|n*® —n et 13|n'® —n.

Et puisque 2 et 13 sont premiers entre eux, n'* — n est divisible par 26.

= il existe un « grand » théoréme de Fermat, connu sous le nom de théoréme de Fermat (iout cours).

« Il n'existe pas d’entiers strictement positifs x, y et z tels que x™ + y™ = z"
sin est un entier supérieur ou égal a 3. »



COMPLEMENT

La preuve du petit théoréme de Fermat est entre autres basée sur la formule du bindéme de Newton :

n

(a+b)* = Z (Z) akpnk

k=0

Etaveca=1:
n

(a+ D" = 2 (Z) ak

k=0
Commengons par démontrer le corollaire : « Si p est premier et si a est un entier, alors a®? = a [p]. »
Initialisation : a = 0

0”7 =0 =0 [p]donc la propriété est vérifiée pour a = 0.

Hérédité : supposons que aP = a [p] pour un certain a > 1.

Montrons que (a + 1)P =a+ 1 [p].

(a+1)P=1xap1°+(§)xap—111+(12’)xap—212+---+(pfl)xa11"—1+1xa01”
py D! _pp—1)..(p—k+1) |
Or, (k) R il sik # 0.

Autrement dit, k! (i) =p(p—1)..(p—k+1).

Donc, si k # 0, p divise k! (i)
De plus, si k < p, sachant que p est premier alors p est premier avec k!.

Donc p divise (p) pour tout 1 < k < p — 1 d’aprés Gauss.

k

Ainsi, (a + 1)P = a? + (11?) aP~ ! + (22?) aP=? 4.+ (p 2 1) at+1
=aP+0xaP P +0xaP?+--+0xa*+1 [p]
=a?+1 [p]
=a+1 [p] par HR

Par récurrence, on adonc a” = a [p],Va € N

Apartirdela,a? =a+k xp etdonc a” —a =k xp

a(@P -1 =kxp

Ainsi, si a n’est pas divisible par p alors p divise a?~* — 1.



