CONGRUENCES

I Définition et propriétés
Soit m un entier naturel non nul. Dire que deux entiers a et b sont congrus modulo m signifie qu’ils ont

le méme reste dans la division euclidienne par m.

Onnote a = b [m] eton lit « a est congru a b modulo m ».

Ex:28 =13 [3]. Eneffet, 286=3x9+1 et 13 =3x4+1

—13 =27 [5]. Eneffet, -13 =5x (=3)+ 2 et 27 =5x5+2

Important : Si r est le reste de la division de a par m alors @ = r [m] : on se servira trés souvent de
cette égalité, laquelle est « la plus simple »

Si on reprend les exemples précédents, 28 = 13 [3] mais également 28 = 1 [3] car 28 =3 x 9 + 1.
Et —13 = 27 [5] mais également —13 = 2 [5] car —13 =5 x (=3) + 2

Remarque : a = 0 [m] si et seulement si m divise a

Théoréme : Soit m un entier naturel non nul. Pour tous entiers relatifs a et b, on a :
\\/,/ a=b [m] & m|(a—D>b)
tQ: Conséquence:a=b [m] & a=b+km
Preuve : (=) Supposons que a = b [m].
Onadonc a=mqg+7r et b=mq +r
D’oua—b =m(q —q’) donc m|(a — b)
(&) Réciproquement, supposons que m|(a — b).
Onaalors a — b = mk avec k € Zdonca = mk + b
Or, si I’on considere la division euclidienne de a par m,onaa = mq +7r avec 0 <r < m.
D’ova=mq +r =mk+betdoncmg+r—mk=»b
m(q—k)+r=0>b
Et puisque (¢ — k) € Z et 0 <r < m, on en déduit que r est ¢galement le reste de la division de b par
m.

Ainsi, a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par m et donc a = b [m]



Propriétés : Soit m un entier naturel non nul.
(1)Sia=b [m] et b =c [m] alors a = ¢ [m] (transitivité)
2)Sia=b [m] et a'=b" [m] alors:
cat+a =b+b' [m] et a—a' =b—->b" [m]
= En particulier, na = nb [m] pour tout n € 7Z
e aa’ = bb' [m] etdonc a™ = b™ [m] pourtoutn € N
Preuve : (1) Evident par définition (mémes restes dans la division par m)
(2)Ona a=b+km et a=>b"+k'm.
ea+a =b+km+b +k'm
=Mb+b)+k+k')m
Donca+a’' =b + b' [m]. 1dem pour la soustraction.
Par ailleurs, na = n(b + km)
=nb + (nk)m donc na = nb [m]
caa’'=(b+ km)(b' + k'm)
= bb' + bk'm + kmb' + kmk'm
= bb' + (bk' + kb" + kk'm)m

Donc aa’ = bb" [m]. Et la derniére propriété se prouve par récurrence.

II En pratique
1° La base
= Un nombre est toujours congru au reste de la division euclidienne.

= On peut ajouter ou enlever m autant de fois que I’on veut dans une congruence modulo m (et le plus
petit nombre positif que I'on obtient au final est le reste de la division euclidienne)
Eneffet, m =0 [m] etdonc k xm =0 [m]
Ex:x =18 [7] devient x =11 [7] =4 [7]
28x — 13 =11 [5] devient 3x +2 =1 [5]
3x =1—2 [5] c’est-a-dire 3x = —1 [5] =4 [5]
Attention : si 7x = 4 [5] alors 2x = 4 [5] mais on ne peut pas dire que x = 2 [5] ensuite !

En effet, 2x = 4 [5] signifie que 2x = 4 + 5k. Etdonc x = 2 + 2,5k



2° La disjonction des cas
M¢éthode déja vue dans le chapitre précédent mais qui gagne ici en praticité : au lieu d’écrire
explicitement les toutes les divisions euclidiennes possibles en fonction des restes, on va faire des
tableaux de congruences.

Ex : Soit n un entier naturel non nul.
1° Montrer que n(n? + 5) est divisible par 3.
2° Déterminer les entiers n pour lesquels n(n? + 5) est divisible par 7.

1° Faisons un tableau des congruences modulo 3 :

n 0 1 2

n? 0 1 4
n?+5 2 0 0
n(n? +5) 0 0 0

Ainsi, pour toutn € N, n(n* +5) = 0 [3].
Autrement dit, Vn € N, 3|n(n? + 5).
= Cela revient a écrire les égalités des troiscasn =3p,n= 3p+1letn=3p + 2

2° Méme chose avec des congruences modulo 7 :

n 0 1 2 3 4 5 6
n? 0 1 4 2 2 4 1
n%+5 5 6 2 0 0 2 6
n(n? + 5) 0 6 4 0 0 3 1

Ainsi, n(n? + 5) est divisible par 7 lorsque n = 0 [7]oun =3 [7]oun =4 [7]

Autrement dit, n doit donc étre de la forme 7k , 7k +3 ou7k +4ou k € N

Ex : Résoudre 47x = —11 [4]
Tout d’abord, 47 = 3 [4] et —11 = 1 [4] donc cette équation équivaut a 3x = 1 [4].

On procede par disjonction des cas avec un tableau de congruences modulo 4 :

X 0 | 2 3

3x 0 3 2 1

La seule possibilité est donc x = 3 [4].

Autrement dit, 7x = 17 [4] si et seulementsi x = 3 + 4k ou k € Z



3° Avec des puissances
Le travail avec les puissances est courant puisqu’il permet de manipuler aisément des grands nombres.

Ex : Quel est le reste de la division de 252°*8 par 7 ?

On cherche donc a « résoudre » 252918 = 7 [7]

On commence tout d’abord par observer que 252018 = 42018 [7] car 25 = 4 [7]
Etudions donc les congruences modulo 7 des puissances de 4 :

41 =4 [7]

2 7]
43 =8 [7] =1 [7] = « 1 » est pratique !

Or,2 018 =3 x 672 + 2 etdonc 42018 = 43x672+2

= (43) i1 x 42
672

=1 x2 [7]

=2 [7]

Ainsi, le reste de la division euclidienne de 252918 par 7 est 2.

Remarque 1 : avec les congruences modulo m, les restes possibles sont au nombre de m. On va donc
finir par retomber sur un reste déja rencontré ce qui implique que les choses deviennent cycliques.

Ici, on observe que 4°7 = 1 [7], 4°P*t = 4 [7] et 43772 =2 [7].

14 (4

Application : Déterminer le reste de la division euclidienne de 263 par 10.
21 =2 [10] 22 =4 [10] 23 =8 [10]
2* =16 [10] = 6 [10] 25 =12 [10] = 2 [10] 2 reste déja rencontré

On a donc un cycle de longueur 4 :
297 =6 [10], 2*P*1 = 2 [10], 2*P*2 = 4 [10] et 2*P*3 =8 [10]
Or, 630 = 4 x 157 + 2 donc 2°%° = 4 (10)
= Ici, le cycle est plus délicat a justifier : 2*P = (2*)? = 67 [10]
Il reste donc a vérifier que 6”7 = 6 [10] : cela peut se faire par récurrence...

Et 4 partir de 1, 24P+1 = 297 x 21 = 6 x 2 [10] = 2 [10] etc.



Remarque 2 : si on a pu constater que trouver un reste qui vaut 1 est pratique (cela évite de donner
explicitement le cycle), trouver —1 est également pratique car une puissance paire fera 1 et sinon —1.

Application : Déterminer le reste de la division euclidienne de 22°1* par 17.

21 =2 [17]
22 =4 [17]
23 =8 [17]

2" =16 [17] = =1 [17] (etdonc 2% = (—1)* [17] =1 [17])
Et de 13, 22014 = 24x503+2
= (2%)503 x 22
= (1% x 4 [17]
= —4 [17]

=13 [17]

Remarque 3 : quel est le chiffre des unités de 9543 ?

Cela revient a chercher le reste dans la division euclidienne par 10 !

9543 = (_1)543 [10]

—1 [10]

=9 [10]

III Criteres de divisibilité

Soit a un nombre entier.
L’écriture décimale de a est « a,,a,_q ... aza,a,ay, » ou a; € [0;9],Vi € [0;n].

a, est le chiffre des unités, a4 le chiffre des dizaines, etc. On peut donc écrire :

n
a=a0+a1><101+a2><102+a3><103+---+an><10”:Zaixloi

i=0
Divisibilité par 2 :

On observe que 10 = 0 [2] donc 10 = 0 [2]
Ainsi, a; X 108 = a; x 0 [2] =0 [2]
Dela,a=a,+0+0+0+--+0 [2]
Autrement dit, a = a, [2]

Donc a est divisible par 2 si son chiffre des unités a, est divisible par 2



Divisibilité par 3 :

On observe que 10 = 1 [3] donc 10' = 1 [3]

Ainsi, q; X 108 = a; X 1 [3] = a,, [3]
Dela,a=a,+a, +a, +as+ - +a, [3]

Donc a est divisible par 3 si la somme de ses chiffres est divisible par 3

On peut s amuser a chercher d’autres régles, mais toutes ne sont pas vraiment exploitables...

Divisibilité par 11 :

On observe que 10 = 10 [11] = —1 [11] donc 10¢ = (—1)! [11]
Ainsi, a; X 108 = a; x (—1)" [11]
Dela,a=a,—a, +a, —as +-+(—1)"a, [11]
Donc a est divisible par 11 si la somme ag — a; + a, —az + -+ (=1)" a,, est divisible par 11.
Autrement dit, a est divisible par 11 si la somme alternée des chiffres est divisible par 11, a partir de
celui des unités.
Ex: 5381 =1—-8+3-5 [11]
= —8 [11]
=3 [11]
Le reste de la division euclidienne de 5381 par 11 est 3 : 5 381 n’est pas divisible par 11
602591 =1-9+5-2+0-6 [11]
=—11 [11]
=0 [11]

Donc 602 591 est divisible par 11.

Exercice : démontrer qu’un nombre est divisible par 7 si la différence entre son nombre de dizaines et
le double de son chiffre des unités est divisible par 7.

Soit a le nombre initial et notons b « la différence entre son nombre de dizaines et le double de son
chiffre des unités est divisible par 7 ».
a-—a

10

Onadonc b = — 2a,

Onveutmontrerquea =0 [7] & b=0 [7]
Pour travailler avec des congruences, il faut préalablement se débarrasser de la division par 10...

Onal0b=a—ay,—20ay, =a—21a,



Supposons que a = 0 [7]
Onadonc 10b = a — 21a, [7]
3b=0—0a, [7]
3b=0 [7]
5x3b=5x%x0 [7]
15b =0 [7]
b=0 [7]
Réciproquement, supposons que b = 0 [7]
100 =0 [7]
a—2la, =0 [7]

a—0a,=0 [7]

Remarque : un nombre est divisible par 7 si la somme de son nombre de dizaines et le quintuple de son
chiffre des unités est divisible par 7...

En effet, —2a, = 5a, [7]



