| Définition & propriétés
Définition : Soit (a ; b) € Z*. On dit que b divise a s’il existe k € Z tel que a = bk.

« b divise a » se note b|a.
On peut également dire que b est un diviseur de a, que a est un multiple de b ou encore que a est

divisible par b.

Ex : Onsaitque 35 =5 x 7 donc 5|35 c’est-a-dire que 5 est un diviseur de 35.
De méme, 7|35 c¢’est-a-dire que 7 est un diviseur de 35.

Enfin, 35 est divisible par 5 (et par 7) ou 35 est un multiple de 5 (et de 7)

Remarques : 1. Pourtoutn € Z,ona 1|n, —1|n, n|n, —n|n et n|0
2. Attention : 0 ne divise personne sauf lui-méme !
3. Siblaalors —b|a
4. Sibla et a=0alors |b| < |al.

Ainsi, tout diviseur positif de a est compris entre 1 et |a|, ce qui impligue que tout entier
naturel non nul a un nombre fini de diviseurs

EX : les diviseurs de 42 dans N sont 1 et 42, 2 et 21, 3 et 14, 6 et 7.

Etdans Z, ilya-42,-21,-14,-7,-6,-3,-2,-1,1,2,3,6, 7, 14, 21 et 42

EX: Pour quelles valeurs de n # 4 le quotient

2 est-il entier ?
Il faut que (n — 4)|35 c'est-a-dire que n — 4 soit un diviseur de 35.
D’oun —4 € {-35,-7,-5,-1, 1,5, 7, 35}

Donc n € {-31, -3, -1, 3,5, 9, 11, 39}

Propriété 1 : Soient a et b deux entiers relatifs non nuls.

Si a|b et b|a alorsa = +b.

Preuve : b|a donc a = kb avec k € 7. Et de méme, a|b donc b = k’a avec k' € Z.
Donc a = kb = kk'a.

Ainsi, kk’ = 1 avec k et k’ entiers, ce qui implique que k = k' = +1.



Propriété 2 : Soient a, b et c trois entiers relatifs, a = 0 et b # 0.
Sialb et b|calors alc.
= On dit que la divisibilité est transitive.

Preuve :Onab = ka et ¢ = k'b avec (k; k") € Z?. Donc ¢ = kk'a.

Définition : Soient a et b deux entiers relatifs. Tout entier de la forme ma + nb ol (m,n) € Z? est

appelé « combinaison linéaire » de a et b.

Propriété 3 : Soient a, b et d trois entiers relatifs, d # 0.

Si d|a et d|balors d|(ma+ nb) ol ol (m,n) € Z%.

Autrement dit, si d|a et d|b alors d divise toute combinaison linéaire de a et b.
Preuve:Onaa = kd et b = k'd avec (k, k") € 72

D’ou ma + nb = mkd + nk'd = (mk + nk’)d

Autrement dit, d|(ma + nb).

Ex : Déterminer les valeurs de n pour lesquelles n + 7 divise 3n + 32.

Si n+7|3n+ 32, puisque n+ 7|n+ 7alorsn+7|(3n+32 -3(n+7))
Autrement dit, n + 7|(3n + 32 — 3n — 21), C'est-a-dire n + 7|11.

Reste a vérifier la réciproque : supposons que n + 7|11.

Sin+ 7|11, puisque n+ 7|n+ 7alorsn+7|(3(n+7) +11)

Autrement dit, n + 7|3n + 21 + 11, c'est-a-dire n + 7|3n + 32.

Ainsi, n + 7|3n + 32 sietseulementsin+ 7|11.

Donc n+ 7 € {-11,-1, 1, 11}, c'est-a-diren € {-18 ; -8 ; -6 ; 4}.

Supposons que n|2n + 11. Or, n|n donc n|(3(2n + 11) — 6n)

n|6n + 33 — 6n c’est-a-dire n|33

Doncn € {—-33; —11; —=3; —1;1;3; 11;33}.

Maissin=3alors2n+ 11 =2x3+ 11 =17et3 t 17.

{=33; —11; —3; —1;1;3; 11;33} est ’ensemble des solutions possibles : si n est solution,
alors il appartient a cet ensemble. Mais tous les nombres de cet ensemble ne sont pas

nécessairement des solutions... D’ou I’importance de faire la réciproque.



Ex : Trouver tous les entiers relatifs x et y tels que x? — y? = 7.
On observe que x? —y2 = (x — y)(x +y)

Par conséquent, x — y et x + vy sont des diviseurs de 7.

Or, les diviseursde 7dans Z sont =7 ; —1; 1; 7.

Ainsi, si (x; y) est solution de x? —y2 = 7, alors :

x+y=-7 x+y=-1 x+y= xX+y=
« L ou 3 L ou L ou P
x—y=-1 xX—y=-=7 xX—y= X—y=
2x = —8 2x = —8 2x = 2x =

o ] o ] o
x+1=y x+7=y x—7=y x—1=y
x=—4 x=—4 x =4 x =4

L i P i
y=-3 y=3 y=-3 y=3

Réciproquement, on peut vérifier que chacun de ces quatre couples est bien solution de x? — y? = 7.

Ainsi, les solutions de x2 — y? = 7 sont les couples (—4; —3),(—4; 3),(4; —3)et(4; 3).

Remarque : On aurait pu montrer que si (x; y) est solution, alors (—x; y), (x; —y) et (—x; —y) sont
aussi des solutions.

Supposons par exemple que (x; y) est solution, autrement dit que x% — y? = 7.

(—x)? —y? = x? —y? =7 donc (—x; y) est également solution.

Conclusion : on aurait pu limiter la recherche aux couples d’entiers naturels, puis déduire les autres

solutions.

Il Division euclidienne
Théoréme : Soient a et b deux entiers naturels, b # 0.

Il existe un unique couple (q,7) € N* tel que a = bg +r et 0 <r < b.
Effectuer la division euclidienne de a par b, c’est déterminer ce couple (g, 7).

a est le dividende, b le diviseur, g le quotient et r le reste.

a
- @ est la partie entiére de —
Remarque : 9 p b

= b]a si et seulement si le reste de la division euclidienne de a par b est nul.



Preuve : La démonstration comporte deux parties.

= Existence :

Sib>a,alorsa=bg+ravecqg =0 et r=a.Etonabien0 <r < b.
Sib < a,onchoisitq tel que bg < a < b(q + 1).
Onadoncbg <a < bq+b
0<a-bg<b
Posonsr = a — bg.Onaalors 0 < r < b.
Eta=bgq+ (a—bqg) =bqg +r.
= Uniciteé :
Supposons qu’existent deux couples (qq,77) €t (q,,12) d’entiers naturels tel que a = bq; + 1y et
0<n<b;eta=bg,+1r, et 0<1r, <b.
Onaalors bq, + 1, = bg, + 1,
1, —71, =bq; —bqy =b(q; — q1)
Autrement dit, r; — r, est un multiple de b.
Or,0<r <bet—-b<-r,<0etdonc—bH <r, —r, <bh.
Au final, r;, — r, est un multiple de b strictement compris entre —b et b : la seule possibilité est 0,
c’est-a-direr; —r, = O etdoncr, = r,.

D’ou 0 = b(q, — q,) etdonc g, = q, car b # 0.

Ex : Effectuer la division euclidienne de 658 par 13
658:13 = 50,6 donc g = 50.

50 X 13 = 650 donc 658 =50x%x 13+ 8

Ex 1 : Soit n un entier naturel.
1. Vérifierque (n+2)3 =n?(n+6) + 12n + 8
2. Cette écriture est-elle la division euclidienne de (n + 2)3 par n? ?
1. D’unepart, n?(n+6) +12n+8=n3>+6n*+12n+8
D’autre part, (n + 2)3 = (n®? + 4n + 4)(n + 2)
=n3+2n°+4n*+8n+4n+8

=n3+6n?+12n+8

Donc (n+2)> =n?(n+6) +12n + 8



2. Pour que ce soit la division euclidienne de (n + 2)3 par n?, il faut que 0 < 12n + 8 < n?.
Il est clair que 12n + 8 = 0 : il reste donc a vérifier que 12n + 8 < n?

0<n?—-12n-38

12 —\176 12 + V176
A= (-12)2 -4 x 1% (—8) o= ——— ny=———
= 144 + 32 .06 126
=176

Il faut donc que n € |—co; ny[ U |n, ; +ool.

Autrement dit, n > 13 car n est un entier naturel.

Ex 2 : Démontrer que Vn € N, A = n(n + 1)(n + 2) est divisible par 3.
= Meéthode : on procede par disjonction des cas, c'est-a-dire qu’on passe TOUS les cas en
revue.

Dans la division euclidienne de n par 3, les restes possibles sont O, 1 et 2.

n peut donc s’écriren = 3p ou n=3p+ 1 ou n = 3p + 2.

e Sin=3p alorsA=3(pGBp+1)3p+2))

e Sin=3p+1alors A=Cp+1)Bp+2)3p+3)
=3(Br+DHBp+2)(p+1))

e Sin=3p+2alors A=0CBp+2)3p+3)3p+4)
=3(Bp+2)(p+1Bp +4))

Ainsi, dans chaque cas, A est bien divisible par 3.

La rédaction d’une disjonction de cas notamment est fastidieuse : on a donc cherché a mettre au point une notion / une notation permettant
de simplifier les choses et de les rendre plus efficaces. Ce sera le chapitre suivant : les congruences.

Il existe également une notion de division euclidienne dans Z.

Théoreme (admis) : Soient a et b deux entiers relatifs, b # 0.

Il existe un couple unique (q,r) avec g € Zetr € Ntelquea = bg +ret0 <r < |b|.

Ex:—21 =5 X (—4) — 1 n’est pas la division euclidienne de —21 par —4.
En effet, —1 < 0... La bonne écriture est —21 = 6 x (—4) + 3.
La division de 82 par —8 est 82 = —10 x (—8) + 2

La division de —82 par —8 est —82 = 11 x (—8) + 6



