FORME EXPONENTIELLE

I Préliminaires

1° Trigonométrie
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Propriété : Soit a et b deux nombres réels.
cos(a—b) = cosacosh +sinasinb cos(a+ b) = cosacosh —sinasinb
Preuve : On se place dans un repére orthonormé du plan (O; 7,7).

On considére un vecteur U tel que ||ul| = 1et (T; U) = a.
De méme, on considére un vecteur ¥ tel que ||7]| = 1 et (T; ¥) = b.
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cosa cos b
On a alors U ( > etv ( )
sina sinb

D’une part, . ¥ = cosa cosb + sinasinb

~J

Et d’autre part, 4. v = ||| x ||V]| X cos(u ; V)

1x1xcos(b—a)

cos(—(b —a)) car cos(—x) = cosx
= cos(a — b)
D’ou cos(a — b) = cosacosh + sinasinb
Et cos(a + b) = cos(a — (—h))
= cos a cos(—b) + sina sin(—b)

=cosacosb —sinasinb

Propriété : Soit x un nombre réel.

7T - =
Cos (E - X) = Sinx et sin (— - X) = COoSX \

a retrouver sur un cercle trigonométrique !
I . . (T
COS(§+X) = —SsInx et Sll’l(§+X) = COoSX

7T I . T
Preuve : C€OS (E - x) = €S COS X + sin sinx

=0Xcosx+1Xsinx =sinx

Et de 1a, cos (g— (g—x)> = sin (g—x)
cos(z—z+x)=sin(z—x)

2 2 2

cos(x) = sin (g — x)
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Propriété : Soit a et b deux nombres réels.
sin(a — b) = sinacosh — cosasinb sin(a + b) = sinacosbh + cosasinb

Preuve :

s
sin(a — b) = cos (E —(a— b)>

=cos(§_a+b)=cos<(g_a)+b)

=cos(g—a)cosb—sin(g—a)sinb

= sinacosb — cosasinb
Etsin(a + b) = sin(a — (—b))
= sina cos(—b) — cos a sin(—b)

=sinacosb + cosasinb
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Ex : déterminer les valeurs exactes de cos (E) et sin (E)
o mom N s
n remarque que o ==+
T T T (7m /M T
cos (E) = cos (§ + Z) sin (E) = sin (§ + Z)
B v/ SN | S | S [ _ T . T T
= cosz cos = singsin = coszsinz +sinzcos 2
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Propriété : Soit a un nombre réel quelconque.
cos(2a) = cos*a —sin“a sin(2a) = 2 cosasina
=2cos’a—1
=1-2sina
Preuve : 1l s’agit d’un cas particulier des formules précédentes.
cos(2a) = cos(a + a) sin(2a) = sin(a + a)
= cosacosa —sinasina =sinacosa + cosasina
= cos?a —sin®a = 2sinacosa

Or, cos? a + sin” a = 1 d’ou les deux autres versions pour cos(2a).
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Ex : déterminer les valeurs exactes de cos (?) et sin (?)
(571) _ (2 o 571)

cos 7)) = cos 3

-2 5w

— = = 2 cos ( 3 ) -1
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T\/_ + 1= 2cos ( n)

—V2+2 51
= 2 cos? ( )
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Or, COS(?)<0 donc cos<§>_— Z
) 51
Puis sin? (—)—1—COS( )
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r, Sin ) onc sin 3 1

2° Argument d’un produit
On a déja annoncé dans le chapitre précédent — sans le prouver — que arg(zz') = argz + argz'.

Posons z = r(cos @ +isinf) et z' =r'(cosf’ +isinf’).

zz' =r(cos@ +isinf) Xr'(cosf’ +isinh’)
=1rr'(cos@ cosB’ +icosfOsinf’ + isinfcosO' —sinfhsinh’)
= rr'(cos 0 cos@’' —sinOBsinf + i(cosBsinf’ + sinb cos 9’))
=1rr'(cos(8 +0") +isin(6 +6"))

Cette écriture est la forme trigonométrique de zz'.

On en déduit donc que arg(zz') =0 + 6’

=argz +argz
!

z
Et pour I'argument d'un quotient, il suffit de poser Z = ~ ce qui donne Zz = 7’ etc.



3° Formule du binome de Newton

n

Soient (a;b) € C?etn € N. Ona(a + b)" = z (:) akpnk
k=0

De maniére intuitive, lorsqu’on développe (a + b)", il y a n facteurs (a + b). Pour chacun de ces facteurs, on a un choix d
faire : prendre a ou b dans le développement.

. .. . . A , . . n L\ ..
Si I’on choisit k fois le a par exemple, on va voir apparaitre a* dans le développement ; et il existe (k) manieére de choisir

dans quel facteur on le prend. Par ailleurs, chaque fois qu’on ne prend pas le a (c'est-a-dire les n — k autres fois), on choisit
leb ; d’oule b .

(Z) akb™ ¥ peut se lire « k choix de a parmin facteurs (a + b), le a répété k fois et le b le reste du temps, soit n — k fois. »

Preuve : elle s’effectue par récurrence.

Initialisation : n = 0
0

(a+b)°=1 et z (2) a’p0F = (8) a’h? %=1

k=0
n

Hérédité : supposons que (a + b)" = Z (Z) a®b™ ¥ pour un certain n.

n+1 fe=0
Montrons que (a + b)"+1 = Z (n -I: 1) akpnti-k.
k=0
S=(a+b)"*!
=(a+b)(a+b)"

n
= (a+b) Z (Z) akpnk par HR
k=0

= (a+b) ((g) a’b" + (711) alb™ !+ (721) a4t (nﬁ 1) avpt + (Z) anbo)
- (@ Qat e Qoo (2 (o)
+ ((701) a®p™tt + (711) ath™ + (721) a’b™l 4+ (n f 1) a» 1% + (Z) a"bl)

= 1ap"" + ((g) + (711)) alb + ((YD - (;)) a?b™ 4+ ((n " 1) + (Z)) a'b' + 1a"1p°

= 1ap"! + (n 1_ 1) alp®  + (n * 1) a’h™l 4t (n + 1) a'b’ + 1a"*1p°

2 n
— (n + 1) aobn+1 + (n + 1) albn + (n + 1) azbn_l 4ot (n + 1) anbl + (n + 1) an+1b0
0 1 2 n n+1
n+1
_ z (n + 1) akpn+i-k
k
k=0
n
n .
Par récurrence, on a donc (a + b)" = Z ( k) akp™*1=k pour tout entier naturel n.
k=0

Pour une preuve sans les « ... », il faudra attendre les études supérieures

Remarque : en pratique, on écrit souvent la formule « a I’envers »



Ex : Développer les expressions suivantes :

(a+ b)? =1a*+ 2ab + 1b? 1 2 1

(a+ b)® =1a®+ 3a’b + 3ab? + 1b° 1 3 3 1

(a + b)* = 1a* + 4a3b + 6a?b? + 4ab® + 1b* 1 4 6 4 1

(a + b)® = 1a® + 5a*b + 10a3b? + 10a?b® + 5ab* + 1b° 1 5 10 10 5 1

n

Remarque: (a—b)" = z (Z) ak(—p)nk

k=0
= On effectue le développement normalement en alternant les signes (attention a le faire « a

I’envers » dans ce cas !)

Ex:(a—b)% =1a®—3a?bh + 3ab? — 1b*
(a — b)* = 1a* — 4a3b + 6a?b? — 4ab® + 1b*
(a — b)5> = 1a® — 5a*b + 10a3b? — 10a?b® + 5ab* — 1b°
n n
Propriété : Z (Z) = 2" et Z(—Dk (Z) =0
k=0 k=0

Preuve : il s’agit tout simplement des développements de (1 + 1)" etde (1 —1)" &

Il Forme exponentielle
1° Définition
Soit (8 ; 8") € R?. Posons f(0) = cos@ + isinb.

If(6+60)] =1 et arg(f(0+6")=0+6

F@ x O =If@O)x|f(D] et arg(f(8) x f(8") =arg/[(6) +argf(8")
=1x1=1 =0+0

Donc £(6 + 6') = £(8) x f(8")

On reconnait la propriété fondamentale de la fonction exponenticlle : on pose donc f(8) = e'?.

6

Définition : pour tout § € R, on pose e = cos6 + isiné

Siz € C*, I’écriture z = re'¥ est appelée forme exponentielle de z, avec » = |z| et § = argz.

= les complexes de la forme e'® sont donc situés sur le cercle trigonométrique.
bis . T T 2 2
Ex: e®=1 ez = e =-1 e 2 = e11=£+l£
2 2



2° Propriétés
Pourtoutd ER et8' € R,ona:

(1) i x ei0' = (i(0+0")
Formule de Moivre : (eie)n = e? pour n € N (généralisation)

i0
i(6-6")

1 o
(2) == e 0 = et0 et =e
e

oif’
= La formule de Moivre est essentiellement utilisée pour déterminer la forme trigonométrique des

puissances n'™ (et des racines n™*) d’un nombre complexe et pour exprimer les cosinus / sinus
multiples en fonction de sin x et cos x.

Ex : exprimer sin(3x) en fonction de sin x.
sin(3x) = Im(e>™)
Or, 3% = (eix)3
= (cosx + isinx)3
= cos3x + 3 cos? x (isinx) + 3 cosx (i sinx)? + (isinx)3
= cos3 x + 3i cos? x sinx — 3 cos x sin? x — i sin3 x
= (cos® x — 3 cosx sin? x) + i(3 cos? x sin x — sin3 x)
D’ou sin(3x) = 3 cos? x sinx — sin® x
= 3(1 — sin? x) sinx — sin3 x

= 3sinx — 4sinx

Remarque : sin(3x) = sin(2x + x)
= cos(2x)sinx 4+ cosxsin(2x)

= (1 — 2sin? x) sinx + cosx X 2 sin x cos x
= (1 —2sin? x) sinx + 2sinx

=sinx —2sin®x + 2sinx

=sinx — 2sin®x + 2sinx — 2sin3 x

= 3sinx — 4sin’x

in

L’écriture z = —2e'3 n’est pas une forme exponentielle a cause du « — »

Pour rectifier la chose, on peut utiliser le fait que —1 = '™

Ainsi,z = —2e3 = e X 2e3
(T
= Zel<§+n>
4im

= 2e 3



3° Formules d’Euler

o0 4 o—if pl0 _ p—if
Pourtoutd € R,ona cosf = et sin@ =
[

Preuve: e = cos @ +isin@ et e = ¢if =cos® —isinb

D’ou e® + e % =cosO + isinf + cos @ - isinb

= 2cos 6
olf 4 p—if
Donc cosf = —
2
De méme, e —e % =cos0 + isinf — (cosO - isinh)
=cosO + isinf —cosf +isinf
=2isin@
pl0 _ o—i6
Donc sin8 = -
20

Application : linéariser des exposants de fonctions trigonométriques, c’est-a-dire exprimer cos™ t et
sin™ t en fonction de cost et sint.

= Si la fonction a linéariser est paire, on obtiendra uniquement des cosinus
Si la fonction a linéariser est impaire, on obtiendra uniquement des sinus
Donc pour les cos™ x on obtiendra uniquement des cos(kx) et pour les sin™ x, on obtiendra des
cos(kx) sin pair et sinon des sin(kx).

Ex : cos*t = (cost)*

eit+e—it
(=)

1 . .
ZFX (elt + e_lt)4

4

— 16(184”80 + 4e3ite—it + 682ite—2it + 4eite—3it + 1606—4-it)

1
1 . . . .
— E(eéht + 4e2it + 6e? + 4e—2it + e—4lt)
1 . . . .
— 1_6((e4lt + e—4lt) + 4(82“ + e—th) + 6)

1
=Te (2 cos(4t) + 8cos(2t) + 6)

= %(3 + cos(4t) + 4 cos(2t))



sin®t = (sint)®

plt — p-it
(=)

1
-~ (20)°
1
T 320

5

. .. \5
% (elt . e—lt)
(16511560 . Se4lte—lt + 1Oe3lte—21t . 10821t8—3lt + Selte—4lt . 1eOe—St)

— %(85& . Se3it + loeit . 10e—it + Se—3it . e—5it)

1 . . . . . )

- ﬁ((61515 o e—lSt) o 5(813t o e—l3t) + 10(8“ . e_lt))
1

=37 (2i sin(5t) — 10i sin(3t) + 20i sint)
1

=1 (sin(5t) — 5sin(3t) + 10sint)

La linéarisation permet entre autres de calculer des primitives.

Prenons f(x) = cos3x = %(cos(3x) + 3 cos(x)).

Une primitive de f(x) est F(x) = %G sin(3x) + 3 sin(x)) = 1—12 (sin(3x) + 9sin(x))

Remarque : on peut retrouver les formules de cos(a + b) et sin(a + b) a partir de la forme exponentielle
Ona e!@*?) = cos(a + b) + i sin(a + b)
ila+b) — ela pib

Par ailleurs, e e

= (cosa + isina)(cosb + i sinb)
= cosacosh —sinasinb + i(sinacos b + cosasinb)

cos(a+ b) = cosacosh —sinasinb

Et par identification
sin(a + b) =sinacosh + cosasinb

e - . _ .
Remarque : cos? x + sin® x = cos? x — i?sin’ x
= (cosx + isinx)(cosx — isinx)

— elxe—lx



