A qui est
ce binome ?

Il est souvent bien difficile de dater précisément ’apparition
d’un énoncé, d’une notation ou d’un concept mathématique.
D’ailleurs, il n’est pas rare que ’on attribue une dénomination
a un savant qui n’en est pas 'inventeur. L'exemple de la formule
du binéme de Newton est éloquent.

n 1665, lors de la pu-
blication du fameux
Traité du triangle

arithmétique que Blaise
Pascal a rédigé en 1654,
sont ajoutés quelques
exemples d’« usages »
de ce triangle. Le savant,
bien conscient de tous les
trésors que recele son étude,
ne manque évidemment pas
de citer I’utilisation du triangle
« pour trouver les puissances de bi-
nomes ».
Fidele a son habitude, il prend bien soin
d’exposer a ses lecteurs la méthode a
suivre sur des exemples simples et €lo-
quents. Ainsi, pour trouver le « qua-
trieme degré d’un binéme dont le premier
nom sont A, I’autre l'unité c’est-a-dire
[...] le quarré-quarré de A + 1, il faut
prendre dans le triangle arithmétique
la base cinquiéme ». Autrement dit,
si vous voulez développer (A + 1)4, il
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vous faut utiliser les coefficients 1, 4,
6, 4 et 1. Comme 1’écrit Pascal, vous
aurez alors 1A%+ 4A3 + 6A% + 4A + 1.
A titre d’exemple, Pascal vérifie que
la formule donne le bon résultat pour
calculer (1 + 1)* ou (4 + D,

La iormqle il!l binome

Voila donc exposée devant nous la fa-
meuse formule dite du binéme de New-
ton. De Newton ? Il semble que le bat
blesse ici car les travaux du fameux phy-
sicien sont postérieurs a ceux du génie
frangais.

On pourrait penser que Pascal ne se
soit finalement contenté de développer
que les bindmes de la forme (1 + x)”
plutdt que (x + »)”, ce qui expliquerait
que son nom ne soit pas resté attaché a
la formule.

Il n’en est rien : sur la deuxieéme page
de cet « usage » complétant le Traité du
triangle arithmétique, il explique soi-
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gneusement comment procéder dans un
cas plus général.

Partant d’un exemple, il propose de déve-
lopper (A + 2)* 1l prend modéle sur le
développement de (A + 1)*, qui donne
1A% +4A% + 6A% + 4A + 1.

I1 écrit alors les quatre premieres puis-
sances de 2 (c’est-a-dire, 2, 4, 8 et 16)
sous les coefficients de la cinquieéme base
en laissant le premier de coté (il reste les
coefficients 4, 6,4 et 1).
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Il ne reste plus qu’a « multiplier les
nombres qui se répondent l'un par
["autre » pour obtenir I’identité désirée :
(A+2)*=A*+8A3+24A% +32A + 16.
Pascal détaille les calculs pour montrer
a ses lecteurs que la formule produit
bel et bien le bon résultat pour A =1 et
A = 2 et fournit pour dernier exemple
le développement de (A + 3)*, qui n’est
autre que A* + 12A3 + 54A% + 108A + 81.

Pour les degré supérieurs, Pascal in-
dique : « Si au lieu du quarré-quarré
onveut [...] le cinquieme degré, il faut
prendre la base sixiéme et en user comme
J’ai dit de la cinquiéme et ainsi de tous
les autres degrés. »

Peut-étre imaginez-vous que Pascal
n’avait pas généralisé la formule pour
les identités de la forme (x — y)" ?

Bien shr que si ! Il termine d’ailleurs son
appendice précisément sur ce sujet. « La
méthode en est toute semblable » nous
dit-il, elle « ne differe qu’aux signes,
car les signes de + et de — se suivent
toujours alternativement, et le signe de
+ est toujours le premier ».

En guise d’exemple, il établit les identités
(A-1)*=A%*—4A3 +6A2—4A + 1 et
(A-2=A3—6A2+12A+8.
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Des postérités souvent délicates

Tout semble bien décrit dans le texte
de Pascal, rien n’y manque. Dés lors,
pourquoi attribuer cette formule a
Newton ? Reconnaissons que Pascal
ne donne pas de formule en soi, il écrit
dans une prose remarquable d’élégance
mais ne formalise pas les choses au point

d’écrire
n
n :
k . n—k
E ¥ .
k=0 (k) '

Mais Newton non plus ne va pas jusque-
la. La notation des sommes a I’aide du
symbole X (« sigma ») est souvent attri-
buée au mathématicien suisse Leonhard
Euler, dans son ouvrage /nstitutiones
calculi differentialis rédigé en 1748 et
publié en 1755. 1l est souvent difficile de
dater avec précision I’'usage des symboles
mathématiques ; certains affirment que
ce recours au symbole X tel que nous le
faisons aujourd’hui est plutdt a chercher
du coté de Joseph Fourier, au début des
années 1820.
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Quemadmodum ad differentiam denotandam

vfi fumus figno 4, ita fummam indicabimus figno Z: {ci-

Extrait de Institutiones calculi differentialis de Leonhard Euler.

On peut y lire, rédigé en latin : « Tout comme nous
avons utilisé le signe A pour désigner la différence,
nous désignerons la somme par le signe X. »
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HISTOIRES A qui est ce bindme ?

Méme la notation des coefficients bino-
miaux est bien postérieure au Grand
Siécle ! On la trouve dans Die Combi-
natorische Analyse, un ouvrage de 1826
signé de la plume du mathématicien autri-
chien Andreas von Ettingshausen, pion-
nier de la photographie dans son pays.
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Da wir im Folgenten febr pdufig Gelegenbeit Hoben wrr-
ben, ven bem mumerifhen Ausdrude biefer WMenge Gebrandy
34 madben, fo wollen wir dafr bas Seidhen (:) wiflen,

unb ¢ wit ben Worten n G ber k ausfpredhen, wobei die obere
Bapl fets die Anjabl der combinirten Clemente, bie untere
aber ben Mang der Combinationdklafe angibt,

Premiére apparition
de Ia notation
du coefficient

binomial dans Die
Combinatorische
Analyse, d’ Andreas
von Ettingshausen
(1826).
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Mais alors pourquoi le pére de la méca-
nique classique a-t-il laissé son nom a la
formule ? Est-ce pour respecter I’adage
selon lequel tout objet mathématique
porte rarement le nom de celui qui I’a
découvert ? Ou un vil coup de la per-
fide Albion ? Que nenni ! Isaac Newton
évoque bien la formule dans ses Princi-
pia mathematica de 1687. 1l énonce le
résultat pour... des exposants rationnels !
Cette généralisation de la formule bien
connue mérite en effet d’étre soulignée ;
elle sera démontrée en détail par Leon-
hard Euler quelques décennies plus tard.
Dans ce cas, la somme a considérer est
infinie et il faut aussi généraliser la défi-
nition des coefficients binomiaux.

Avec des exposants rationnels

Certains diront que la formule proposée
par Newton n’est pas vraiment celle a
laquelle on pense de prime abord quand
on parle du « bindme de Newton ». Fina-
lement, devrions-nous parler de formule
du binéme « de Pascal » ou « de New-
ton » ? Ou distinguer les deux cas, ’'une
généralisant 1’autre ? Pascal lui-méme
termine son texte sur le sujet en indiquant
qu’il « ne donne pas la démonstration
de tout cela, parce que d’autres en ont
déja traité » et parce que « la chose est
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évidente d’elle-méme ». Finalement, cet
« usage » n’est qu’un court ajout qui
permet de faire a posteriori le lien entre
le Traité du triangle arithmétique et le
traité sur les sommations des puissances
numériques (Pofestatum numericarum
summa). A propos du développement
du bindéme, Pascal cite le travail de
Pierre Hérigone (1580—-1643), un acteur
incontournable de son époque, corres-
pondant de Marin Mersenne, et a qui
on doit I’essor d’un certain symbolisme
en mathématique. On pourrait men-
tionner quelques savants grecs comme
Euclide ou Diophante qui, apres tout,
savaient traiter le cas des puissances 2
et 3. Plusieurs mathématiciens indiens
ce sont aussi intéressés aux coefficients
binomiaux. A Bagdad, vers I’an 1000,
al-Karaji aurait, d’apres ses successeurs,
développé la formule du binéme jusqu’a
I’exposant 12 en expliquant que la mé-
thode peut se poursuivre en utilisant un
ancétre du triangle de Pascal. Quelques
temps apres, plusieurs mathématiciens
chinois tels Jia Xian (vers 1010 — vers
1070) et Yang Hui (1238-1298) semblent
maitriser également le sujet.
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Le triangle de Yang Hui et Jia Xian tel
que décrit par Zhu Shijie vers 1303.



La généralisation aux exposants ration-
nels proposée par I’auteur de la théorie de
la gravitation universelle aurait aussi été
découverte indépendamment par James
Gregory, I’un de ses fidéles correspon-
dants. Finalement, pour ne pas faire de

1654, LANNEE DU TRIANGLE

jaloux, on pourrait tout simplement parler
de « formule du binGme » et retenir que,
si Pascal et Newton avaient pu collabo-
rer, ils auraient alors formé... un sacré
bindéme !

F. A.
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