ARITHMETIQUE

| Division euclidienne

Soit (a,b) € N x N*,
Il existe un unique couple (¢q,7) € N?tel que a = hg + ravec 0 < r < b.

Cette égalité est ce qu’on appelle la division euclidienne de a par b.

q est le quotient, et r le reste, a le dividende et b le diviseur.

Ex : division euclidienne de 27 par 4
27 =4 X 54 7 n’est pas la division euclidienne de 27 par 4 car 7 > 4.

En revanche, 27 = 4 x 6 + 3 est la division euclidienne de 27 par 4 car 0 < 3 < 4.

=> Cette notion peut s’étendre aux entiers relatifs, et il faut alors que 0 < r < |b|.

Ex : division euclidienne de 35 par —4 :
35 = —4 x (—9) — 1 ne convient pas car —1 < 0.

En revanche, 35 = —4 x (—8) + 3 est la division euclidienne de 35 par —4.

Cas particulier : On dit que a est un multiple de b lorsque le reste de la division de a par b vaut 0
(c'est-é—dire lorsque a = b X q) Cela revient a dire que a est dans la table de b

On dit aussi que b est un diviseur de a ou que a est divisible par b.

Ex : On sait que 35 = 5 X 7. On peut donc dire que :
= 5estundiviseur de 35 ou 35 est divisible par 5 ou 35 est un multiple de 5

= 7 estundiviseur de 35 ou 35 est divisible par 7 ou 35 est un multiple de 7

Propriété : Soient a, b et n trois entiers relatifs.
Si a et b sont des multiples de n, alors la somme a + b, la différence a — b et le produit a X b sont des
multiples de n.
Preuve : a est un multiple de n donc a = nk, ou k, € Z.
De méme, b = nk, ou k, € Z.
Ainsi, a + b = nk, + nk,
=n(ky + k)
Or,k, € Zetk, € Zdonc k; + k, € Z.

Donc a + b est un multiple de n.

On procede de méme pour a — b et a X b.
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Criteres de divisibilité :
Un nombre est divisible par 2 s’il se termine par 0,2, 4, 6 ou 8.

Un nombre est divisible par 5 s’il se termine par 0 ou 5.
Un nombre est divisible par 3 si la somme de ses chiffres est divisible par 3.

Un nombre est divisible par 9 si la somme de ses chiffres est divisible par 9.

EXx : 84 523 n’est pas divisible par 3 car 8 + 4 + 5 + 2 + 3 = 22 qui n’est pas divisible par 3.

473 652 est divisiblepar9car4 +7 + 3+ 6 + 5+ 2 = 27 qui est dans la table de 9.

Remarques : 1. Pour savoir si 3 974 584 126 est divisible par 3, il faut faire la somme de ses chiffres :
3+94+74+4+5+8+4+1+2+6=49

Et on peut recommencer avec 49 en faisant 4 + 9 = 13, puis une fois encore avec 1 + 3 = 4

Or, 4 n’est pas dans la table de 3 donc 3 974 584 126 non plus.

2. 1l existe d’autres critéres de divisibilité, mais trop compliqués pour étre utilisés
fréquemment... On peut citer la table de 11 : un nombre est divisible par 11 si la somme alternée (+,
puis —, puis +...) de ses chiffres en commengant par les unités est divisible par 11.

Par exemple, pour 81 653 on fait 3 —5+6 —1+ 8 =11 donc 81 653 est divisible par 11 (et on
peut verifier que 81 653 = 11 x 7 423)

De méme, pour 72809,0na9 — 0 + 8 — 2 + 7 = 22 qui est dans la table de 11 donc 72 809 aussi !

1
Exercice : montrer que 3 n'est pas un nombre décimal

. . r . a A
S un nombre décimal est un nombre qui peut s’écrire sous la forme Ton oua €EZ etn €N

On raisonne par |’absurde : supposons que 3 soit un nombre décimal.

1 a
Il existe alors deux entiers naturels a et n tels que = =

3 10m
Onaalors 1 x 10™ = a x 3 ce qui reviendrait a dire que 10™ est un multiple de 3.

Or, une puissance de 10 n’est jamais un multiple de 3 : I’hypothése de départ améne donc a une
contradiction.

Ainsi, 3 n'est pas un nombre décimal.

Il Parité
Un nombre est pair s’il est divisible par 2.

= il peut alors s’écrire sous la forme n = 2k ou k € Z.
Un nombre est impair s’il n’est pas divisible par 2.

= il peut alors s’écrire sous la forme n = 2k + 1 ou k € Z.
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Preuve : Soit n € Z. Effectuons la division euclidienne de n par 2 :
n=2q+r ol (qr) €EZ?et0<r <2
r étant un entier, il ne peut prendre que deux valeurs : 0 ou 1.
- Sir =0,alorsn = 2q ce qui signifie que n est divisible par 2, donc pair.

- Sir=1,alorsn = 2q + 1 ce qui signifie que n n’est pas divisible par 2, donc impair.

Propriété : La somme de deux nombres pairs est paire.
La somme de deux nombres impairs est paire.

La somme d’un nombre pair et d’un nombre impair est impaire.

Preuve : @ Soient a et b deux nombres pairs.
Onaalorsa = 2a’ et b = 2b"avec (a’;b') € 7?
Ainsi,a+ b = 2a’ + 2b’
=2(a’ +b")
Donc a + b est un nombre pair car il s’écrit 2qg avec g = a’ + b' € Z
@® Soient a et b deux nombres impairs.
Onaalorsa=2a’"+1 et b=2b"+1 avec (a';b") € Z?
Ainsi,a+b=2a+1+2b +1
=2a +2b" + 2
=2(a+b+1)
Donc a + b est un nombre pair car il s’¢crit 2g avecqg = a’' +b'+ 1 € Z
© Soient a un nombre pair et b un nombre impair.
Onaalorsa = 2a’ et b=2b"+ 1 avec (a’;b’) € Z?
Ainsi,a+b =2a +2b +1
=2(a+b)+1

Donc a + b est un nombre pair car il s’¢crit 2g + 1avecqg =a’ + b+ 1€ Z

Propriété : Si un nombre a est pair, alors son carré a? est pair.
De méme, si un nombre a est impair, alors son carré a? est impair.

Et réciproquement, si a? est pair, alors a est pair et si a? est impair, alors a est impair.
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Preuve : Si a est pair, alors a = 2k
Et dans ce cas, a® = (2k)? = 4k? = 2(2k?) est donc pair.
De méme, si a est impair alors a = 2k + 1.
Onaalors a? = (2k + 1)?
= 4k*+ 4k + 1
= 2(2k? + 2k) + 1 qui est bien un nombre impair.

Réciproquement, soit a? un nombre pair.
On effectue un raisonnement par 1’absurde : supposons que a soit impair.

Dans ce cas, a” serait impair d’aprés ce qu’on a précédemment démontré.

Or, a? est pair par hypothese donc c¢’est absurde. Ainsi, a est pair.

Exercice : montrer que v/2 est un irrationnel
On effectue un raisonnement par 1’absurde : supposons que /2 soit un nombre rationnel.

. a N .
On aurait alors V2 = — ot a et b sont des entiers naturels.

b

On peut méme supposer que cette fraction est irréductible : si elle ne I’est pas, il suffit de la simplifier
jusqu’a ce qu’elle le soit.

On a alors (\/E)z = (%)2

Ces deux quantités étant égales, elles ont nécessairement le méme chiffre des unités.

Chiffre des unités de a 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Chiffre des unités de a? 0 1 4 9 6 5 6 9 4 1

Chiffre des unités de b 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Chiffre des unités de 2b2| 0 2 8 8 2 0 2 8 8 2

Or, le seul chiffre des unités commun & a? et 2b? est 0.
Et dans ce cas, le chiffre des unités de a est 0 donc a est notamment dans la table de 5.

Et le chiffre des unités de b est 0 ou 5, donc b est également dans la table de 5.

a , . :
Par conséquent, la fraction 5 peut étre simplifiée par 5 :elle n est donc pas irréductible.

Cela contredit 1’hypothése de départ : on en déduit que v/2 n’est donc pas un nombre rationnel.
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111 Nombres premiers
1° Définition
Un entier naturel est dit premier s’il admet exactement deux diviseurs positifs distincts : 1 et lui-

méme.

Remarque : tout nombre est divisible par 1 et par lui-méme...
A

\\\« 1 » n’est pas un nombre premier car son seul diviseur est 1.

Liste des nombres premiers : 2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61...

Assez rapidement, il n’est pas facile de savoir si un nombre est ou non premier : 221 par exemple n’est
pas premier car 221 = 17 x 13
= Le « Crible d’Eratosthéne » est une méthode classique pour lister les nombres premiers (cf fin de chapitre)

= Une fois le début de la liste établi, on dispose d’un « critere de primalité » : un nombre n est

premier s’il n’est divisible par aucun nombre premier inférieur ou égal a v/n

Ex : 391 est-il un nombre premier ? Méme question pour 709.
V/391 ~ 19,8 : on va donc tester si 391 est divisible par 2,3,5,7,11,13,17 et 19.
On constate que 391: 17 = 23 donc 391 n’est pas premier.
\/709 =~ 26,6 : on va donc tester si 709 est divisible par 2,3,5,7,11,13,17,19 et 23.
Ce n’est pas le cas : 709 est donc un nombre premier !

2° Utilité

Ces nombres sont fondamentaux dans de nombreux domaines, notamment la cryptographie (messages
codés, sécurité des cartes bancaires, etc...) qui utilise de TRES grands nombres premiers.

Propriété : tout entier naturel supérieur ou égal a 2 se décompose de maniére unique (& ’ordre des
facteurs pres) en produit de facteurs premiers.

Ex:360 =36 x 10 7425 =15 x 1485
=6X6X2X5 =5X5x297
=2X3X2X3X2X5 =5X5%x9x%x33
=23%x32x5 =5x5%x3x%x3x3x11

=33x5%2x11

La encore, plus les nombres sont grands, et plus leur décomposition en facteurs premiers est
compliquée a obtenir : ¢’est 1’un des principes de la cryptographie actuelle...
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=>» ces décompositions peuvent par exemple étre utiles pour simplifier des fractions, des racines
carrées. ..

Ex:v/360 =v23x32x5 V104976 000 = V27 x 38 X 53 admis
=V22x2%x32x5 =26 x2x38Xx52x%5
=2x3V2x5 =23x3*x5V2x%x5
= 6V10 = 3 240V10

Complément : le crible d’Eratosthéne
- 2 est premier : on barre tous les multiples de 2
- 3 estnon barré donc premier : on barre tous ses multiples

- le prochain nombre non barré est 5 : on barre tous ses multiples a partir de 5% = 25

- le prochain nombre non barré est 7 : on barre tous ses multiples a partir de 7% = 49
- etc.




