PUISSANCES & RACINES

I Puissances
1° Définition
Soita ER etn € N*. Ondéfinita™ =axXa xXa X ..Xa
n fois

Ex:52=5x5=25 29=2x2Xx2x%x2x%x2=32

Cas particuliers : a® = a 1" =1 0" =0

A(—B)z =(-3)x(-3)=9 e -32=-3x3=-9

2° Regle fondamentale
Pour tout a € R et pour tout (n,m) € N**, onaa™ X a™ = a

n+m

Preuve:a"Xam=axaxXax . XaxaxXxaxax..xa=a"m

n fois m fois

Ex : Ecrire sous la forme a™ :

A=73x7° B =(-5)x(-5)8 C=4x4°
— 78 — (_5)10 — 4_7
3° Puissances négatives
1 1
Propriété: Soita € R"etn € N.Onaa’=1 et a™™ = P (et donca™! = a)
Preuve : Il s’agit de prolongements établis a partir de la régle fondamentale.
On devrait en effet avoir a® x a™ = %" = "
an
a®=—=1
an
De méme, on devrait aussi avoir a * X a®* =a’ =1
_p 1
a t=—
an
1 1
. _ -1 _ -4 _
Ex: 5°=1 37 =3 =
1 — 1
—3)0 = —5_1:—:— 5_7_—
(-3)° =1 5t === =
Propriété : Pour tout a € R et pour tout (n,m) € Z?, a™ X a™ = a"*"™"
Ex : Ecrire sous la forme a™ :
A= (-5)"?x (=58 B=7°%x71 C=3%%x3"°
1 -1 1
:(—5)_1:—:— :7_17:— :3021
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4° Autres regles de calcul

n m

a
Pour tout a € R et pour tout (n,m) € Z*, on a e a™ ™ et (a®) =a™m

Preuves : pour la premiére formule, il s’agit d’une simplification de la fraction, selon que la puissance
du numérateur soit supérieure ou inférieure a celle du dénominateur.

m
Et (a") =a"xa"xa"x..xa"=a"m"

m fois
-3 12 54- -2 -7
G L5 )
=3Y7 57 2
_ (_3)5 =53 — (_2)—11
76 5 0
D=§ E=(2_3) F=(7%)
— 76—(-3) — 79 =2715 = 536
a a\"
Pour tout (a, b) € R? et pour tout n € Z, onaa™ X b™ = (a x h)" (et = (E) sib # 0)
Preuve:a™ X b"=axaxaxX..XxaxbXxbxXbx..Xb
n fois n fois
=(axb)x(axb)x(axb)X..x(axb)=(axb)"
n fois
Ex: A= (-5)8x48 B=73x(—4)73 C=(-2)°>%x(—6)°
= (—20)% = 208 = (-28)73 =125
Exercice : Ecrire les expressions suivantes sous la forme a™ :
76 x 7710 B_36><46 C_2‘7><16
27t x 574 -~ 1273 0,58 x 48
_ _ 126 277 x 2
104 1273 ~ 28
7\"* =12° 2-3
B (1_0) =58
=07* =211

Attention aux priorités dans les calculs : les puissances cachent des multiplications et sont donc
prioritaires, méme devant les multiplications !

Ex:2X7%2=2x49 =98 et (2%x7)%? =147 =196

2-52=2-25=-23 et (2-5)?%=(-3)?=9
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3° Un cas particulier 10" = 1000 ...00 (1 suivi de n zéros)
Les puissances de 10 se calculent facilement :

107" = 0,00...01 (1 précédé de n zéros)

Ex :10% = 1000 000 000 1076 = 0,000 001

Par ailleurs, pour multiplier un nombre par 10", il suffit de décaler la virgule n fois, vers la droite si n

est positif et vers la gauche si n est négatif (en ajoutant des zéros si nécessaire)

Ex: 12,34 x 10° = 1 234 000 73,8 x 10~* = 0,007 38

82 x 107 =820 000 000 6 X 1075 = 0,000 06

Définition : un nombre est en notation scientifique lorsqu’il est écrit sous la forme a X 10™ ou a est un
réeltelque 1 <a<10etn € Z

= Cette notation permet de comparer facilement des quantités dans 1’infiniment petit / grand.

Ex : Ecrire les nombres suivants en notation scientifique :
3% 10 x 7 x 10732

A =0,000 154

0,06 x 10-25
_ —4
=154 x10 3x7 1061 x 1073
= X
B = 789 000 0,06 102
_ 7 89 % 105 — 350 X 1061—32+25
C =760 % 1027 = 3,5 % 102 x 1054
= 7,6 X 102 X 1072 =35 x10%
=76x 10725

II Racines carrées
1° Définition
La racine carrée d’un nombre x > 0 est le nombre positif dont le carré est x. On la note v/x

On a donc : (\/E)Z =x
Ex : V2 est le nombre positif dont le carré vaut 2. Autrement dit, (\/7)2 =2

/9 est le nombre positif dont le carré vaut 9. Or, 32 = 9 donc V9 = 3.

Certaines racines carrées sont a connaitre :

Vi=1 Vi =2 V9 =3 V16 =4 V25 =5
V36 =6 V49 =7 V64 =38 V81 =9 V100 =10
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2° Multiplication et division de racines
Propriété : soient a et b des nombres positifs.

Vaxb=+axVb

Preuve : Va X b est le nombre dont le carré vaut a X b
Par ailleurs, (\/E X \/B)Z = (\/E)Z X (\/3)2 =aXb
Donc Va x b =+/a x/b.

Propriété : soient a et b des nombres positifs, b # 0.
\/a _Va
b b

Ces reégles de calcul vont permettre de simplifier les écritures contenant des racines carrées.

= Pour y parvenir, on va décomposer les nombres en faisant apparaitre des carrés parfaits, ou bien
en faisant apparaitre un méme facteur deux fois (c'est-a-dire ... un carré parfait !)

Ex : Ecrire les expressions suivantes sous la forme avb avec b le plus petit possible

A=+54 B =44 C =+/300 D =125
=v6 X9 =v4x 11 =113 X100 =5 x 25
=6 x /9 =4 x V11 =+/3 x /100 =+/5 x /25
= 3v6 =2/11 = 10V3 =5V5
E = /150 ou E=4/150 F =48 ou F =48
=V25 X6 =115 x 10 =+3X 16 =18 X6
=25 x V6 =vV3x5%x2x5 =3 x16 =Vix2x2Xx3
=56 = /52 x V6 =43 = V& x 22 x3
=5vV6 =2x2V3
= 4+/3
3 \/ﬁ — 2
G VT x V3T he B = V35 J=v2X72x3x25Xx2
4 V5
=7 x 21 =2x7x5V3
V3 35 3
=7 x3x7 Nz =I5 =70vV3
=72 x V3 A — 7
T2

11




3° Addition et soustraction de racines
Les choses fonctionnent moins bien : en général, va + b # va + Vb

Parexemple : VI6 +9 =V25=5 et V16+V/9=4+3=7

11 est toutefois possible de faire des réductions lorsqu’il s’agit des mémes racines carrées.

Ex : écrire les expressions suivantes sous la forme avb avec b le plus petit possible

K = 3v11 + 8V11 — 2V11 L=+5-7v5+3V5
=9V11 =-3V5

M = 2v/245 — 3+/500 + 7V/5 N = 2v27 — 7V12 + /75
=249 x 5 — 3V100 X 5 + 7V/5 =2V3x9-7V4x3 + V25 x 3
=2x7vV5 -3 x10V5 + 7V/5 =2x3V3-7x2V3 + 5V3
= 145 — 30V5 + 74/5 =6v3 -14v3 + 5V3
= -9V5 =33

Ex : écrire les expressions suivantes sous la forme a + by/c avec c le plus petit possible

0=(x/§+\/§)2 P=(7—\/§)2
= (V2)" +2xVZxV3+(V3) =72 - 2x7 x5+ (V5)’
=2+4+2V6+3 =49 —14V5+45
=5+2V6 =54 — 145

Q= (7+3)(3-V7) R =(2V3-1)(5-4V3)
=32-(V7) = 10v3 - 8(v3) ~5+4V3
=9-7 =14V3-24 -5
=2 = 14v/3 — 29

Propriété : soient a et b deux nombres strictement positifs. Ona va + b < va ++b
Preuve : D’une part, \/mz =a+b
D’autre part, (\/E + \/3)2 =a+2Vab +b
Dot (Va+VB) —Va+b =a+2ab+b—(a+b)
=a+2Vab+b—a—b
=2vVab > 0
Par conséquent, (+/a + \/5)2 >a+b etdonc va+vb=vVa+b
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4° Compléments

(1) Racine carrée et carré : nous avons vu que (\/})2 = x pour tout x = 0.
En revanche, Vx2 n’est pas nécessairement égale a x : par exemple, \m =v25=5# x.
En fait, on peut écrire que Vx2 = |x| pour tout x € R (valeur absolue de x)

= De maniére simplifiée, |x| rend x positif: |5] =5 et |-5| =5

Donc si x > 0 alors Vx? = x mais si x < 0 alors Vx2 = —x (pour que le résultat soit positif)

Ex:+/(=3)2 =9 (2-V7)'=—(2-7) car2—\7<0

= 3 ¢’est-a-dire —(—3) =7 =2

(2) Racine carrée et quotient : on évite habituellement les racines carrées au dénominateur. ..

. . . . 1 V2 2
Si le dénominateur est une racine carrée, c'est simple : — = — = —
V2 0 2
Et sinon, on multiplie par la « forme conjuguée » du dénominateur :
2 2(5+V3) 3 3(V5-+2)

5-v3  (5-3)(5+3) vz (V5 +v2)(V5—2)
_10+2v3 _3(V5-+2)
- 25-3 - 5-=2
104243 _3(5-+2)
22 B 3

NN

Bonus:Az\/l+J5+V11+x/ﬁ

=\/1+ 5++V11+5

=\/1+ 5++16
=V1+V5+4

S a 3
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