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İNTÉGRATİON 
 

2ème partie 
 
 

I Intégration par parties 
1° La méthode 

Il s’agit d’un procédé consistant à transformer l’intégrale d'un produit de fonctions en une autre 
intégrale, plus simple à calculer. 
 
Soit 𝑢𝑢 et 𝑣𝑣 deux fonctions dérivables sur [𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏]. 
 

� 𝑢𝑢(𝑥𝑥)𝑣𝑣′(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 = �

.

.
𝑢𝑢(𝑥𝑥)𝑣𝑣(𝑥𝑥)

.

.
�
𝑎𝑎

𝑏𝑏
− � 𝑢𝑢′(𝑥𝑥)𝑣𝑣(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

Autrement dit, en mode « simplifié » :�𝑢𝑢𝑢𝑢′ = [𝑢𝑢𝑢𝑢] −�𝑢𝑢′𝑣𝑣 

 
Preuve : On a (𝑢𝑢𝑢𝑢)′ = 𝑢𝑢′𝑣𝑣 + 𝑢𝑢𝑣𝑣′ 
 

D'où � (𝑢𝑢𝑢𝑢)′(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 = � (𝑢𝑢′𝑣𝑣 + 𝑢𝑢𝑣𝑣′)(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

D′où �
.
.
𝑢𝑢(𝑥𝑥)𝑣𝑣(𝑥𝑥)

.

.
�
𝑎𝑎

𝑏𝑏
= � (𝑢𝑢′𝑣𝑣)(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 + � (𝑢𝑢𝑣𝑣′)(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

D′où �
.
.
𝑢𝑢(𝑥𝑥)𝑣𝑣(𝑥𝑥)

.

.
�
𝑎𝑎

𝑏𝑏
= � 𝑢𝑢′(𝑥𝑥)𝑣𝑣(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 + � 𝑢𝑢(𝑥𝑥)𝑣𝑣′(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

Et donc � 𝑢𝑢(𝑥𝑥)𝑣𝑣′(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 = �

.

.
𝑢𝑢(𝑥𝑥)𝑣𝑣(𝑥𝑥)

.

.
�
𝑎𝑎

𝑏𝑏
− � 𝑢𝑢′(𝑥𝑥)𝑣𝑣(𝑥𝑥)

𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 
 

Remarque : on a donc aussi �𝑢𝑢′𝑣𝑣 = [𝑢𝑢𝑢𝑢] −�𝑢𝑢𝑢𝑢′ 
 

2° Exemples d’application 
Concrètement, il faut donc choisir « qui est 𝑢𝑢 » et « qui est 𝑣𝑣′ », en gardant en tête que ce choix 
doit permettre de simplifier l’intégrale :  
 

𝑢𝑢 = … 𝑣𝑣′ = … ⇐ intégrale de départ 
 

𝑢𝑢′ = … 𝑣𝑣 = …  ⇐ nouvelle intégrale 
   
 
Ex 1 : A = � 𝑥𝑥 cos 𝑥𝑥

𝜋𝜋
2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

= [sin 𝑥𝑥 × 𝑥𝑥]0
𝜋𝜋
2 − � sin 𝑥𝑥  × 1

𝜋𝜋
2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

= sin
𝜋𝜋
2

×
𝜋𝜋
2
− sin 0 × 0 − [− cos 𝑥𝑥]0

𝜋𝜋
2  

 

=
𝜋𝜋
2
− �− cos

𝜋𝜋
2
− (− cos 0)� 

 

=
𝜋𝜋
2
− 1 

A 
U 
 

P 
R 
O 
G 
R 
A 
M 
M 
E 

On pose 𝑢𝑢(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥       𝑣𝑣′(𝑥𝑥) = cos 𝑥𝑥 
 
On pose 𝑢𝑢′(𝑥𝑥) = 1  et  𝑣𝑣(𝑥𝑥) = sin 𝑥𝑥 
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Ex 2 : Calculer B = � 𝑥𝑥2 sin 𝑥𝑥

𝜋𝜋
2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 
On pose 𝑢𝑢(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2         𝑣𝑣′(𝑥𝑥) = sin 𝑥𝑥 
 
On pose 𝑢𝑢′(𝑥𝑥) = 2𝑥𝑥 e  t  𝑣𝑣(𝑥𝑥) = − cos 𝑥𝑥 
 
Par intégration par parties, on obtient :  
 

B = � 𝑥𝑥2 sin 𝑥𝑥
𝜋𝜋
2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = [− cos 𝑥𝑥 × 𝑥𝑥2]0

𝜋𝜋
2 − � − cos 𝑥𝑥  × 2𝑥𝑥

𝜋𝜋
2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

A = � 𝑥𝑥2 cos 𝑥𝑥
𝜋𝜋
2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = − cos

𝜋𝜋
2

× �
𝜋𝜋
2
�
2
− (− cos 0 × 02) + 2� 𝑥𝑥 cos 𝑥𝑥

𝜋𝜋
2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

A = � 𝑥𝑥2 cos 𝑥𝑥
𝜋𝜋
2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 − 0 + 2A 

A = � 𝑥𝑥2 cos 𝑥𝑥
𝜋𝜋
2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 2 �

𝜋𝜋
2
− 1� 

A = � 𝑥𝑥2 cos 𝑥𝑥
𝜋𝜋
2

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝜋𝜋 − 2 

 

 On a donc fait une double IPP, puisque B a été calculée par IPP et a fait intervenir A, elle-même 

calculée précédemment par IPP. 

Plus généralement, on pourrait donc calculer �𝑥𝑥𝑛𝑛 sin 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑   en lien avec �𝑥𝑥𝑛𝑛 cos 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑  (et même 

�𝑃𝑃(𝑥𝑥) sin 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑  où 𝑃𝑃(𝑥𝑥) est une fonction polynôme). 
 

De même, on pourrait calculer �𝑥𝑥𝑛𝑛 ln 𝑥𝑥 𝑑𝑑𝑑𝑑   et �𝑥𝑥𝑛𝑛𝑒𝑒𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑. 

 
3° Suites d’intégrales 

L’intégration par parties permet d’établir des relations de récurrence lors de l’étude de suites d’intégrales. 

Considérons par exemple la suite (𝐼𝐼𝑛𝑛) définie par 𝐼𝐼𝑛𝑛 = � 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑒𝑒𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
 pour tout entier 𝑛𝑛. 

𝐼𝐼0 = � 𝑥𝑥0𝑒𝑒𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
 

 
𝐼𝐼0 = [𝑒𝑒𝑥𝑥]01 
 
𝐼𝐼0 = 𝑒𝑒 − 1 
 

𝐼𝐼1 = � 𝑥𝑥1𝑒𝑒𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
  peut se calculer par IPP.  

 

On a  𝐼𝐼𝑛𝑛+1 = � 𝑥𝑥𝑛𝑛+1𝑒𝑒𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
 

 
On pose 𝑢𝑢(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑛𝑛+1                𝑣𝑣′(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥 
 
On pose 𝑢𝑢′(𝑥𝑥) = (𝑛𝑛 + 1)𝑥𝑥𝑛𝑛 et  𝑣𝑣(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥 
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𝐼𝐼𝑛𝑛+1 = [𝑥𝑥𝑛𝑛+1𝑒𝑒𝑥𝑥]01 − � (𝑛𝑛 + 1)𝑥𝑥𝑛𝑛𝑒𝑒𝑥𝑥
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

𝐼𝐼𝑛𝑛+1 = 1𝑛𝑛+1𝑒𝑒1 − 0𝑛𝑛+1𝑒𝑒0 − (𝑛𝑛 + 1)� 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑒𝑒𝑥𝑥
1

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 
𝐼𝐼𝑛𝑛+1 = 𝑒𝑒 − (𝑛𝑛 + 1)𝐼𝐼𝑛𝑛 
 
Ainsi, 𝐼𝐼1 = 𝑒𝑒 − (0 + 1)𝐼𝐼0 
 
Ainsi, 𝐼𝐼1 = 𝑒𝑒 − (𝑒𝑒 − 1) 
 
Ainsi, 𝐼𝐼1 = 1 
 

Puis 𝐼𝐼2 = 𝑒𝑒 − (1 + 1)𝐼𝐼1 
 
Puis 𝐼𝐼2 = 𝑒𝑒 − 2 × 1 
 
Puis 𝐼𝐼2 = 𝑒𝑒 − 2 
 

Par ailleurs, un encadrement bien choisi du contenu de l’intégrale peut aussi permettre d’encadrer 
l’intégrale elle-même. 
Dans notre exemple, on a  0 ≤ 𝑥𝑥 ≤ 1 
 

1 ≤ 𝑒𝑒𝑥𝑥 ≤ 𝑒𝑒 
 
𝑥𝑥𝑛𝑛 ≤ 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑒𝑒𝑥𝑥 ≤ 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑛𝑛 
 

� 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑
1

0
≤ � 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑒𝑒𝑥𝑥𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
≤ � 𝑒𝑒𝑥𝑥𝑛𝑛𝑑𝑑𝑑𝑑

1

0
 

 

�
𝑥𝑥𝑛𝑛+1

𝑛𝑛 + 1
�
0

1

≤ 𝐼𝐼𝑛𝑛 ≤ �𝑒𝑒
𝑥𝑥𝑛𝑛+1

𝑛𝑛 + 1
�
0

1

 

 
1

𝑛𝑛 + 1
≤ 𝐼𝐼𝑛𝑛 ≤ 𝑒𝑒

1
𝑛𝑛 + 1

 
 
D’après le théorème des gendarmes, on a donc lim

𝑛𝑛→+∞
𝐼𝐼𝑛𝑛 = 0 

 
4° Application pour le calcul de primitives 

L’IPP permettant de calculer des intégrales, elle doit également permettre de déterminer des primitives. 
 
Ex : Déterminer une primitive de 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ln 𝑥𝑥 (ou encore de 𝑓𝑓(𝑡𝑡) = ln 𝑡𝑡) 
 
On pose 𝑢𝑢(𝑡𝑡) = ln 𝑡𝑡       𝑣𝑣′(𝑡𝑡) = 1 
 

𝑂𝑂𝑂𝑂 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝 𝑢𝑢′(𝑡𝑡) =
1
𝑡𝑡

          𝑣𝑣(𝑡𝑡) = 𝑡𝑡 
 
Par intégration par parties, on obtient :  
 

� ln 𝑡𝑡
𝑥𝑥

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 = [𝑡𝑡 ln 𝑡𝑡]𝑎𝑎𝑥𝑥 − �

1
𝑡𝑡

 × 𝑡𝑡
𝑥𝑥

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 
𝐹𝐹(𝑥𝑥) − 𝐹𝐹(𝑎𝑎) = 𝑥𝑥 ln 𝑥𝑥 − 𝑎𝑎 ln𝑎𝑎 − 1(𝑥𝑥 − 𝑎𝑎) 
 
𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 ln 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 + (𝐹𝐹(𝑎𝑎) − 𝑎𝑎 ln𝑎𝑎 + 𝑎𝑎) 

 
Et si l’on fait abstraction de toutes les constantes, on peut donc dire que 𝐹𝐹(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥 ln 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 est une 
primitive de 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ln 𝑥𝑥. 
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II Valeur moyenne d’une fonction  
Définition : Soit f une fonction continue sur [𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏]. 
La valeur moyenne de 𝑓𝑓 sur [𝑎𝑎 ;  𝑏𝑏] est définie par : 

 

𝑚𝑚 =
1

𝑏𝑏 − 𝑎𝑎
� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

 
 dans le cas d’une fonction positive, il s’agit de la 

hauteur du rectangle de base (𝑏𝑏 − 𝑎𝑎) dont l’aire est 

égale à� 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑏𝑏

𝑎𝑎
 

 

 
Ex : On modélise à l’aide d’une fonction 𝑓𝑓 le nombre de malades (en milliers) lors d’une épidémie. 
Ainsi, 𝑡𝑡 jours après le signalement des premiers cas, le nombre de malade est égal à 𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 𝑡𝑡2𝑒𝑒−0,1𝑡𝑡. 
 

 
 

1. Vérifier que 𝐹𝐹(𝑡𝑡) = (−10𝑡𝑡2 − 200𝑡𝑡 − 2 000)𝑒𝑒−0,1𝑡𝑡 est une primitive de 𝑓𝑓. 
2. Déterminer le nombre moyen de malades par jour sur la période des 60 premiers jours. On donnera 
un arrondi à l’unité. 
 

1. 𝐹𝐹′(𝑡𝑡) = (−20𝑡𝑡 − 200)𝑒𝑒−0,1𝑡𝑡 + 𝑒𝑒−0,1𝑡𝑡 × (−0,1) × (−10𝑡𝑡2 − 200𝑡𝑡 − 2 000) 
 
1. 𝐹𝐹′(𝑡𝑡) = 𝑒𝑒−0,1𝑡𝑡(−20𝑡𝑡 − 200 + 𝑡𝑡2 + 20𝑡𝑡 + 200) 
 
1. 𝐹𝐹′(𝑡𝑡) = 𝑒𝑒−0,1𝑡𝑡𝑡𝑡2 
 
1. 𝐹𝐹′(𝑡𝑡) = 𝑓𝑓(𝑡𝑡) 
 

2.𝑚𝑚 =
1

60 − 0
� 𝑓𝑓(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑
60

0
 

 

2.𝑚𝑚 =
1

60
[(−10𝑡𝑡2 − 200𝑡𝑡 − 2 000)𝑒𝑒−0,1𝑡𝑡]060 

 

2.𝑚𝑚 =
1

60
�(−10 × 602 − 200 × 60 − 2 000)𝑒𝑒−0,1×60 − (−10 × 02 − 200 × 0 − 2 000)𝑒𝑒−0,1×0� 

 

2.𝑚𝑚 =
1

60
(−50 000𝑒𝑒−6 + 2 000) 

 
2.𝑚𝑚 ≈ 31,268 

 
Le nombre moyen de malades par jour durant les 60 premiers jours de l’épidémie est d’environ 31 268. 
 
 

a                                                           b 
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III Aire délimitée par deux courbes  
Soient 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔 deux fonctions continues sur [𝑎𝑎 ; 𝑏𝑏] telles que 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≤ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) pour tout 𝑥𝑥 ∈ [𝑎𝑎 ; 𝑏𝑏].  
 
L’aire du domaine délimité par les courbes représentatives des fonctions 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔 et les droites d’équations  
 

𝑥𝑥 = 𝑎𝑎 et 𝑥𝑥 = 𝑏𝑏 est égale à 𝒜𝒜 = � 𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 
Ex : Soient 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔 les fonctions définies sur ℝ par 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −2𝑥𝑥2 + 6𝑥𝑥 − 1  et  𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8. 
1. Déterminer la position relative de 𝒞𝒞𝑓𝑓 et 𝒞𝒞𝑔𝑔. 

.
  

2. Calculer l’aire du domaine compris entre 𝒞𝒞𝑓𝑓 et 𝒞𝒞𝑔𝑔 sur l’intervalle [1 ;  3]. 
.
  

 
1. On va évaluer le signe de 𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥) : 
 
𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8 − (−2𝑥𝑥2 + 6𝑥𝑥 − 1) 
 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 8 + 2𝑥𝑥2 − 6𝑥𝑥 + 1 
 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 3𝑥𝑥2 − 12𝑥𝑥 + 9 = 3(𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3) 

 
 

 
∆= (−4)2 − 4 × 1 × 3 
 
∆= 16 − 12 
 
∆= 4 

𝑥𝑥1 =
4 − √4
2 × 1

 
 

𝑥𝑥1 =
4 − 2

2
 

 

𝑥𝑥1 =
2
2

= 1 

𝑥𝑥2 =
4 + √4
2 × 1

 
 

𝑥𝑥2 =
4 + 2

2
 

 

𝑥𝑥2 =
6
2

= 3 
 

𝑥𝑥 −∞ 1 3 +∞ 

𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + − + 

 
Donc si 𝑥𝑥 ∈ [1 ; 3], 𝒞𝒞𝑓𝑓 est au-dessus de 𝒞𝒞𝑔𝑔. 
 

2.𝒜𝒜 = � 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥)
3

1
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

2.𝒜𝒜 = � −3(𝑥𝑥2 − 4𝑥𝑥 + 3)
3

1
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

2.𝒜𝒜 = −3 �
𝑥𝑥3

3
− 4 ×

𝑥𝑥2

2
+ 3𝑥𝑥�

1

3

 

 

2.𝒜𝒜 = −3 �9 − 18 + 9 −
1
3

+ 2 − 3� 
 

2.𝒜𝒜 = −3 × �−
4
3
� = 4 

 
2.𝒜𝒜 = 4 
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Remarques : 1.  Pour calculer l’aire 𝒜𝒜 ci-dessous :  
 

 
 

𝒜𝒜 = � 𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)
4

1
𝑑𝑑𝑑𝑑 + � 𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥)

6

4
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 

Ce type de calcul peut se résumer avec� |𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)|
𝑏𝑏

𝑎𝑎
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 
 2. Pour calculer l’aire ci-dessous 𝒜𝒜 : 
 

 
 

𝒜𝒜 = � −𝑓𝑓(𝑥𝑥)
3

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 

 
 
 
 

𝑓𝑓 

𝑔𝑔 

𝑓𝑓 


