INTEGRATION

1 partie

I Intégrale d’une fonction continue et positive
1° Définitions J K
Le plan est muni d’un repére (0, 7, J).

~

On appelle « unité d’aire » 1’aire du parallélogramme OIK].
On note alors 1u. a. = Aireggj.

~J

= Dans la suite de ce chapitre, les repéres seront orthogonaux : OIK] sera donc un rectangle (voire
un carré si le repere est orthonormal)

Lorsque les longueurs unitaires sont connues, il est possible de convertir les unités d’aire en unités de
mesure.

Ex : si I’énoncé stipule « On prendra pour unités 2 cm en abscisses et 1 cm en ordonnées » alors on a

lu.a.= 2 cm?

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle
[a, b] et C; sa courbe représentative.

On appelle intégrale de f sur [a, b] I’aire (exprimée en

u.a.) de la surface delimitée par la courbe Cr, I'axe

des abscisses et les droites d’équations x =a et

x =b. / a b
b

On la note f f(x)dx
a

Cela se lit « Intégrale de a a b de f(x) dx ». Les valeurs a et b sont les bornes d’intégration.

Remarque : la variable x est en fait muette : on peut la remplacer par n’importe quelle autre variable.

Ainsi,fbf(x)dx = fbf(u)du = fbf(t)dt

Ex : Prenons g(x) = 8 — x. 6 \B

6
f g(x)dx = Aire,pcp
2

=16 u.aq.

petite base + grande base

2

Pour info : hauteur X




2° Encadrement
Soit f une fonction continue, positive et monotone sur un intervalle [a; b].
On partage I’intervalle [a; b] en sous-intervalles :

02 02 02
. . /l/ |

[] 0z 04 06 08 1 ] 02 0 06 [ 1 [] 02 04 [ o8

Rectangles inférieurs Intégrale de f Rectangles supérieurs

L’intégrale de f sur [a; b] est alors comprise entre les deux aires représentées a sa gauche et a sa droite,
lesquelles se calculent comme sommes d’aires de rectangles.

Et plus I’amplitude des sous-intervalles sera petite, plus I’encadrement sera précis.

b—a

On choisit de partager l'intervalle [a ; b] en n sous-intervalles d'amplitude h =

L’amplitude devient donc de plus en plus petite lorsque n devient grand.

/. i

n=>5 n =10 n=20

Ainsi, sur I'intervalle [x; x + h], ’aire sous la courbe est comprise entre 1’aire de deux rectangles :

- le rectangle inférieur d’aire h X [ (x,)

- le rectangle supérieur d’aire h X f(x, + h) foo+h) p--mmmmmmmm oo -

Et il « suffit » alors de calculer :
e la somme de toutes les aires des rectangles
inférieurs d’une part
e la somme de toutes les aires des rectangles
supérieurs d’autre part

(X)) p---mmmmm oo

X Xo+h

L’aire sous la courbe (c'est-a-dire I’intégrale de f') est alors comprise entre ces deux sommes.
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Algorithme
Saisira,b,n et f. def integrale(a, b, n, f) :
Affecter —— a h h=(b-a)/n
Affecteraax,0auetOav X =a
Pour k allant de 1 a n faire u=v=0
Affecteru+h X f(x)au for k in range(n) :
Affecterv+ h X f(x+h)av u=u+hxf(x)
Affecter x + hax v=v+hXf(x+h)
Fin Pour x=x+h
Afficher u et v return(u, v)

I1 Calculs d’intégrales

1° Lien avec les primitives

c >

HEZEZEPrRQOOR™

Théoréme : Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b].

X
La fonction F définie sur [a ; b] par F(x) = f f(t)dt est la primitive de f qui s'annule en a.
a

Preuve : on l’effectuera dans le cas ou f est strictement croissante sur [a ; b]

Soient x € [a ; b] et /& un réel strictement positif tel que
Xo+h€la;b].Ona:

Xo+h Xq
F(xo+h) — F(xp) = f f(t)dt—f f(t)dt fxo+h)f----=-=-------~ E

- :O+hf(t)dt Fo) fommmmmmnnnnne D ///

AireABCD < F(xo + h) - F(xO) < AireABEF

hx f(xy) SF(xg+h) —F(xg) <hx f(xq+h) Xo Xo+h

F(xo +h) — F(x)
h

Or, }lin% f(xo + h) = f(xg) car f est continue

flxo) <

<f(xo+h) car h>0

. L . F(xog+h) —F(xo)
D'aprés le théoreme des gendarmes, on a alors }llr% A = f(xq)

Autrement dit, F est dérivable en x et F'(xy) = f(xg)

a
Par ailleurs, F(a) = j f(t)dt = 0 : F est donc bien la primitive de f qui s’annule en a.
a

(et si h < 0, il suffit d’inverser l'inégalité au moment ou l’on divise par h.)
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c >
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Propriété : Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b].

b
Si F est une primitive de f alors f f(x)dx = F(b) — F(a)
a

b
On écritf f)dx = [F(x)]h

Preuve : une primitive de f sur [a; b] estla fonction G définie par G(x) = fxf(t)dt
a

Soit alors F une primitive quelconque de f.

On sait qu’il existe ¢ € Rtel que G = F + c.

Or,G(a) =0 donc F(a)+c=0

c=-F(a)

b
Ainsi, f fedx = G(b)

a

= F(b)+c

= F(b) — F(a)
Définition : Soit f une fonction continue sur [a; b] et F une primitive de f sur [a ; b].
On appelle intégrale de f sur [a ; b] la valeur f i f)dx = [F(x)]?
a
=F(b)—F(a)

Remarques : 1. Cette définition généralise la propriété précédente aux fonctions de signe quelconque.
On pouvait déja le faire en introduisant la notion d’aire algébrique : si f est négative,
I’aire entre sa courbe représentative et 1’axe des abscisses est comptée négativement !
Mais sinon, une aire au sens classique (aire géométrique) est toujours positive hein...

2._]:f(x)dx = — fabf(x)dx

Ex : Calculer les intégrales suivantes :

5 1 2e*
A=j(6x2—5x+1)dx B=j dx
2 o e +5
s 5 T =2[1n(ex+5)]1
= |2x —T+X 0
2
5)(52 5)(22 =2[ln(€1+5)—ln(€0+5)]
=(2x53— +5)—(2x2%— +2
2 2 = 2[In(e + 5) — In 6]

= — e+5
2 =2Iln
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b
Remarques: 1. Sike€R alorsf kdx = k(b —a)
a

3
En particulier, .[ et’dx = et2(3 —(-2)) = 5et”

-2

2. Soient a, b et ¢ trois réels.

j:f(x)dx + .[be(x)dx = Lbf(x)dx

Et oui : on appelle aussi ¢a la relation de Chasles.

= Cette relation peut étre utilisée pour regrouper deux intégrales, mais aussi pour
scinder en deux une intégrale (notamment dans le cas de fonctions définies avec des
valeurs absolues)

3. Une intégrale peut étre nulle sans que la fonction elle-méme soit nulle.
En effet, il suffit que les aires positives soient compensées par des aires négatives...

b
Mais sif f(x)dx =0 et Vx € [a;b],f(x) =0, alors f = 0 (avec a # b).
a

2° Linéarité de ’intégrale
Propriété : Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b], et k € R.

b b b
j (FOO) + g(x))dx = f FG)dx + f 9GO dx

jbkf(x)dx =k fbf(x)dx

= (C’est une conséquence de la linéarité des primitives .

2T
Ex: Onposel =f

2
cos? x dx et ]=.[ sin? x dx
0 0

1° Calculer I + .
2° Déterminer (sin x cos x)’ puis calculer I — J.
3° En déduire alors I et J.

2T

21
1°I+]=f coszxdx+f sin? x dx
0 0

2T
=f cos? x + sin? x dx
0

2T
=f 1dx
0

=127 —0) =27
2° (sinx cosx)’ = cosxsinx + (—sinx) cosx
= cos?x — sin? x
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21 21
I—]=f coszxdx—f sin? x dx
0

0

2T
=f cos? x — sin? x dx
0

. . n
= [—sinx cosx-]
. =0

= sin 2w cos 2w — sin 0 cos 0

=0-0=0

[ +]=2m

3°Onad0nc{1_]:0

D’oul = Jetdonc ! + 1 =2m

3° Inégalités et intégrales
Propriété : Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a ; b].

b
Si pour tout x € [a; b], f(x) = 0 alors f f(x)dx =0

b b
Si pour tout x € [a; b], f(x) = g(x) alors f f(x)dx = f g(x)dx

1

: 2 . .. Lo 2
Ex : On souhaite encadrer f e’ dx (pour rappel, on ne sait pas écrire explicitement la primitive de e*" ...)
0

a. Démontrer que pour toutx € [0; 1],1 < e*’ < eX
1

b. En déduire que 1 < j edx<e—1
0

a.Sur[0;1], 0 < x? < x. Eneffet, x —x? = x(1 —x) > 0.
Et donc 1 < e*” < e* car la fonction exponentielle est croissante.

b. On integre 1’inégalité obtenue a la question précédente :

1 1 , 1
f 1dx Sf eX dx Sf e*dx
0 0 0

1
1 Sf e dx < [e*]}
0

1
léfexzdxée—l
0

1

4

. 2 ; . R 2

On pourrait montrer que 1 + x?> < e*” et on arriverait alors a 3 < J e¥dy<e—1
0
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