TRIGONOMETRIE

I Rappels

Le cercle trigonométrique est le cercle de centre O et de rayon 1
orienté dans le sens antihoraire (= sens direct / positif). Sin x|-—---—----- M

Pour tout réel x, il existe un unique point M du cercle trigonomé-

A

trique tel que x soit une mesure de I’angle (UI), W) en radians.
Soit M le point du cercle trigonométrique associé a x.

- le cosinus du réel x est I’abscisse du point M. On le note cos x.

- lesinus duréel x est ’'ordonnée du point M. On le note sin x.
Rappelons ces propriétés qui se retrouvent toutes via le cercle trigonométrique :

I° -1<cosx<1 et —1<sinx<1 (lesfonctions sinus et cosinus sont bornées)

Etcos?x +sin?x =1  (conséquence immédiate du théoréeme de Pythagore)

2° cos(x + 2m) = cosx et sin(x + 2m) = sinx
Les fonctions sinus et cosinus sont 2m-périodiques : leurs représentations graphiques se répetent
donc sur un intervalle de longueur 2m.

= Une fonction f est dite « T-périodique » si [ (x + T) = f(x)

3° cos(—x) = cosx et sin(—x) = —sinx
La fonction cosinus est paire : sa représentation graphique est symétrique par rapport a ’axe des
ordonnées.
La fonction sinus est impaire: sa représentation graphique est symétrique par rapport a
’origine.

= Une fonction f est dite « paire » si f(—x) = f(x) et « impaire » si f(—x) = —f(x)

4° cos(m + x) = —cosx
sin(m + x) = —sinx
cos(m—x) = —cosx

sin(m — x) = sinx
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Valeurs remarquables de cosinus et sinus : ,
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A partir de ces valeurs, on peut retrouver « toutes les autres » : par le calcul ou bien en s’aidant du
cercle trigonométrique

] 5w 5t
Ex : On souhaite connaitre les valeurs de cos (?> et de sin (?)

Par le calcul : on utilise les formules précédemment rappelées.

cos (22) = cos (1~ %) =~ cos (%) = ‘T@

sn(Cg) =sin (n=3) =9 () = “

s
Avec le cercle : 5 est juste avant 7 sur le cercle trigonométrique

v

5
cos (?) est donc « proche » de cos(m) = —1

St —
Donc cos <?> =" (grande valeur)

Ul

s
De méme, sin (—) est « proche » de sin(m) = 0

o

1 1
Donc sin (?> =3 (petite valeur, mais positive)

1
Ex : Déterminer x € [—m; m[ sachant que cos(x) = -3 et sin(x) = -
A

i
Le sinus est grand donc on est sur du 3 (et non pas du g)

21
On est dans le second quart de cercle donc —

3
<2n>_ 1 o <2n)_\/§
cos|5-) =5 et sin{ )=

v

Remarque : les valeurs en « pi sur 4 » sont plus simples a repérer, car on a alors la méme valeur pour

. . . . V2 1
sinus et cosinus (au signe prés), et c'est > (ou sa forme ﬁ)
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II Dérivabilité et sens de variation

Théoréme : (admis)
La fonction cosinus est dérivable sur Reton a :

cos'x = —sinx

= La fonction cosinus est 27-périodique : on peut limiter son étude a D’intervalle [—m; ]|. On

complétera alors la représentation graphique par des « copier-coller »

= La fonction cosinus est paire : on peut limiter son étude a I'intervalle [0 ; 7|. On complétera alors la

représentation graphique par symétrie par rapport a I’axe des ordonnées.

x 0 s
(cosx)' |0 - 0
1
COS X
-1
On observe des tangentes horizontales en 0 et en 7.
~
05
| 27
' 3
. >
-om -3y 2 - 12 0 I m E 2
T I
3 I
05

Remarque : par lecture sur le cercle, on peut retrouver le sens de variation de la fonction cosinus.

diminuent sur I’intervalle [0 ; r].

. L

—
3

. On observe alors que les valeurs des cosinus

3,

=]

Y
i
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Théoréme : (admis)
La fonction sinus est dérivable sur R eton a :

sin’x = cosx

= La fonction sinus est Zm-périodique : on peut limiter son étude a Dintervalle [—m; 7]. On
complétera alors la représentation graphique par des « copier-coller »
= La fonction sinus est impaire : on peut limiter son étude a I’intervalle [0 ; 77]. On complétera alors

la représentation graphique par symétrie par rapport a ’origine.

0 s
x = /[
2
(sinx)’ + ) -
1
sinx
0 0
, s
On observe une tangente horizontale en 5
L
1 < =
0.5
1 |
1 |
] | N
/21'r -am/ 2 - w2 0 ' ™2 ) a2 ™
T o7
6 6
0.5
-1

Remarques : 1. Les courbes représentatives des fonctions sinus et cosinus sont identiques (superposables)

TC T
avec un décalage de E (/ogiquu car cos (— — X) = Sin(;\') par L’XL’IH[)/C)
2

2.0nadonc (cosU)' = —U'sinU et (sinU) =U'cosU

3. Une primitive de cos(x) est sin(x) et une primitive de sin(x) est — cos(x)
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I1I Etude de fonctions trigonométriques
1° Inéquations trigonométriques
Pour résoudre une inéquation trigonométrique :
1. Dessiner un cercle trigonométrique.
2. Résoudre 1’équation trigonométrique associée, en prenant en compte 1’intervalle d’étude.
3. Repérer I’arc de cercle correspondant a 1’inéquation (gauche / droite pour les cosinus, haut / bas pour les sinus)
4. Déterminer I’ensemble des solutions (balayer le cercle a partir de la borne de départ de lintervalle d’étude)

2
Ex 1 : Résoudre I’inéquation cosx < = pour x € [0; 27|

V2 T 7 \

== COS X = — coIres 0ndéx=—etx=—
2 p 4 4

= On veut des cosinus « inférieurs a » : ¢’est donc ’arc de

cercle de gauche \

Dol En T
oux € 7 —

—T T
Remarque : on aurait obtenu x € [—n ; T[ U ]Z ; n[ si on avait été dans [—m ; 7[

Ex 2 : Résoudre I’inéquation sin x > — pour x € [0; 2m[

_ —/3 . 4m RY/4
= sinx = —— corresponda x = — et x = —
2 3 3 .
= On veut des sinus « supérieurs a » : ¢’est donc I’arc de \ :
\\_,_

cercle du haut

D'ot e[o-4n]u[5”-z [
ou Xx '3 3 T

—T
Remarque : On aurait obtenu x € [—TL’ ; —] U [?

; n[ si on avait été dans [—m; 7|
2° Application aux études de fonctions
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = cosx — sin? x.
1. a. Montrer que f est 2m-périodique.
b. Etudier la parité de f.
c. Sur quel intervalle I peut-on restreindre 1’étude de f ? Expliquer.
2. Déterminer le tableau de variations de f sur [.
3. Effectuer la représentation graphique de f sur [—2m; 2m]. On précisera les valeurs des extrema
ainsi que les abscisses des éventuelles tangentes horizontales.

l.a. f(x + 2m)

cos(x + 2m) — sin?(x + 2m)

= cos(x) — sin?(x) = f(x)
Donc f est 2m-périodique.
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b. f(—x) = cos(—x) — sin?(—x)
= cos(x) — (—sinx)?
= cosx — sin?x = f(x)
Donc | est paire.
c. Par 2m-périodicité, on peut se limiter a [—m ; 7].
Et par parité, on peut se limiter a I = [0; 7] (symétrie par rapport a I’axe des ordonnées)
2. f'(x) = —sinx — 2sinxcosx
=sinx (—1 — 2 cos x)

Le signe de f'(x) dépend du signe de —1 — 2 cosx car sinx = 0six € [0; 7].

—1—2cosx>0 & —-1>2cosx

-1
= 72 COS X

2T
D'oux € [— ; 7'[]
3
D’ou le tableau de variations : , ~_ | |
x 0 Z_H - f(0) =cos0—sin?0=1
sinx 0 + + 0 (_) _ 2n,2m
_— f 3 cos —-— sin’ =
—1—2cosx — I +
\/§ 2
f1(x) 0 — D + 0 =—-0,5— —
1 1 ,
= _0)5 - Z = _1,25
f(x)
) = cosm —sin’mT = —1
L 18 f(@m)
3.

/
N
i
N
%
N
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COMPLEMENT

T 2
Résoudre cos (g — 3x) > — sur [-m; [

s
On pose X = - 3x.

Cela revient alors a résoudre cos X > -

Le probléme est qu’on ne sait pas dans quel intervalle se

trouve X

—TT T
Donc X € ]T+2kn; Z+2kn[aveck EZ

ok <X <Z 42k
4 . g e

—1T T T
—+2kﬂ<——3x<Z+2k7T

4 6
T k< —3x <D0k
4 6 XSz
T ok < —3x < 4 2k
12 r XSy T e
51 2k7‘[> >—T[ 2kt
36 3 736 3
57‘[+24k7‘[> >—n+24kn K ET
36 36 7 36 36 V¢
Avec k = —1, on obtient: —2 s x5 Z2
vec = , On ootient : 36 X 36
Aveck = 0, on obtient : 2> x> "
vec k = 0, on obtient : 3 X T
Aveck = 1, on obtient : 2F s x5 23
vec k = 1, on obtient : T x T3

Graphiquement, on obtient :

/1D

N

241

= en fait, on peut montrer que cette fonction est e
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