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VARİABLES  ALÉATOİRES 
 
 
    

I Opérations sur les variables aléatoires 
1° Somme de variables aléatoires 

Considérons le jeu suivant. On lance une pièce équilibrée ainsi qu’un dé :  
- si la pièce tombe sur « Pile », on gagne 2 € et sinon on perd 1 €. 
- si le résultat du dé est supérieur ou égal à cinq, on gagne 3 € et sinon … rien. 

 
Notons X la variable aléatoire correspondant au gain lié à la pièce et Y celle du gain du lancer de dé. 
 
 
Voici les lois de X et de Y :  
 
 
 
 

 
 𝑥𝑥𝑖𝑖 2 −1  𝑦𝑦𝑖𝑖 3 0 

𝑝𝑝𝑖𝑖 
1
2

 
1
2

  𝑝𝑝𝑖𝑖 
2
6

 
4
6

 

Définissons la variable aléatoire X + Y comme étant le gain total obtenu lors de ces deux jeux. 
 
X + Y peut prendre les valeurs −1 / 2 / 5. 
 
 𝑝𝑝(X + Y = −1) = 𝑝𝑝((X = −1) ∩ (Y = 0))  

 
𝑝𝑝(X + Y = −1) = 𝑝𝑝(X = −1) × 𝑝𝑝(Y = 0)    car les événements sont indépendants. 
 

𝑝𝑝(X + Y = −1) =
1
2

×
4
6

=
4

12
 

 
 𝑝𝑝(X + Y = 2) = 𝑝𝑝((X = −1) ∩ (Y = 3)) ∪ ((X = 2) ∩ (Y = 0)) 

 
𝑝𝑝(X + Y = 2) = 𝑝𝑝((X = −1) ∩ (Y = 3)) + 𝑝𝑝((X = 2) ∩ (Y = 0))  par incompatibilité 
 
𝑝𝑝(X + Y = 2) = 𝑝𝑝(X = −1) × 𝑝𝑝(Y = 3) + 𝑝𝑝(X = 2) × 𝑝𝑝(Y = 0)  par indépendance 
 

𝑝𝑝(X + Y = 2) =
1
2

×
2
6

+
1
2

×
4
6

=
6

12
 

 
 
D’où la loi de X + Y :  
 
 

 
 

 
 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖 -1 2 5 

𝑝𝑝𝑖𝑖 
4

12
 

6
12

 
2

12
 

Définition : Soient X et Y deux variables aléatoires et soit 𝑘𝑘 une valeur que X + Y peut prendre. 
La loi de probabilité de la variable aléatoire X + Y est donnée par : 
 

𝑝𝑝(X + Y = 𝑘𝑘) = � 𝑝𝑝((X = 𝑥𝑥𝑖𝑖) ∩ (Y = 𝑦𝑦𝑖𝑖))
𝑥𝑥𝑖𝑖+𝑦𝑦𝑖𝑖=𝑘𝑘

  car il y a incompatibilité 

 
Concrètement, on passe donc en revue tous les couples (𝑥𝑥𝑖𝑖 ;  𝑦𝑦𝑖𝑖) possibles tels que 𝑥𝑥𝑖𝑖 + 𝑦𝑦𝑖𝑖 soit égal à 𝑘𝑘. 
 
De plus, si les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, on a alors : 
 

𝑝𝑝(X + Y = 𝑘𝑘) = � 𝑝𝑝(X = 𝑖𝑖) 𝑝𝑝(Y = 𝑗𝑗)
𝑖𝑖+𝑗𝑗=𝑘𝑘
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Pour déterminer toutes les valeurs possibles de X + Y ainsi que les façons d’obtenir ces valeurs, on 
peut utiliser un tableau à double entrée.  
 

Prenons l’exemple d’une variable aléatoire X qui prendrait les valeurs −2 / −1 / 0 et d’une variable 
aléatoire Y qui prendrait les valeurs 0 / 1 / 2. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
X + Y peut donc prendre les valeurs −2 / −1 / 0 / 1 / 2 
 
La lecture de ce tableau donne également par exemple :  
 

𝑝𝑝(X + Y = −1) = 𝑝𝑝(X = 1) 𝑝𝑝(Y = −2) + 𝑝𝑝(X = 0) 𝑝𝑝(Y = −1) 
 
𝑝𝑝(X + Y = 0) = 𝑝𝑝(X = 2) 𝑝𝑝(Y = −2) + 𝑝𝑝(X = 1) 𝑝𝑝(Y = −1) + 𝑝𝑝(X = 0) 𝑝𝑝(Y = 0) 

 
2° Produit d’une variable aléatoire par un coefficient 

Considérons le jeu suivant. On lance un dé et on gagne 10 fois le résultat obtenu. 
Soit X la variable aléatoire correspondant au résultat du lancer de dé. 
 

Si on note G la variable aléatoire correspondant au gain, on peut alors écrire G = 10X. 
 
Et on a par exemple 𝑝𝑝(𝐺𝐺 = 30) = 𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 3) 
 
Définition : Soit X une variable aléatoire. La variable aléatoire Y = 𝑎𝑎X est la variable aléatoire qui à 

chaque issue 𝑥𝑥𝑖𝑖 de X associe le nombre 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑖𝑖 tel que 𝑝𝑝(𝑌𝑌 = 𝑎𝑎𝑥𝑥𝑖𝑖) = 𝑝𝑝(𝑋𝑋 = 𝑥𝑥𝑖𝑖) 

 

Attention : la variable aléatoire X + X n’est pas la même que la variable aléatoire 2X. 
En effet, si X correspond au résultat d’un lancer de dé, les valeurs que peut prendre X + X sont tous les 

entiers de 2 à 12 ; et les valeurs que peut prendre 2X sont 2 / 4 / 6 / 8 / 10 / 12. 

En fait, X + X devrait être noté X1 + X2 pour éviter toute ambiguïté… 

 
 

II Espérance et variance de combinaisons linéaires de variables aléatoires 
Propriété : Soient X et Y deux variables aléatoires. 
 

1. E(𝑎𝑎X)  =  𝑎𝑎E(X)    et    V(𝑎𝑎X)  =  𝑎𝑎2V(X) 
 
2. E(X + Y) = E(X) + E(Y) 
 
2. V(X + Y) = V(X) + V(Y)   uniquement si X et Y sont indépendantes. 

 
Cette seconde propriété se généralise à une somme de plus de deux variables aléatoires. 

    X 
Y      −2 −1 0 

0 −2 −1 0 

1 −1 0 1 

2 0 1 2 
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Remarque : si 𝑏𝑏 est un nombre réel, on peut remarquer que E(𝑏𝑏) = 𝑏𝑏  et  V(𝑏𝑏) = 0 
 

Ainsi, on a �
E(𝑎𝑎X + 𝑏𝑏) = E(𝑎𝑎X) + E(𝑏𝑏) = 𝑎𝑎E(X) + 𝑏𝑏

V(𝑎𝑎X + 𝑏𝑏) = V(𝑎𝑎X) + V(𝑏𝑏) = 𝑎𝑎2V(X)
 

 
On parle de « transformation affine » d’une variable aléatoire. 
 
Au-delà de l’étude de situations complexes via l’étude de sous-situations plus simples, ces formules 
permettent aussi d’alléger les calculs à l’aide de variables aléatoires de transition. 
 
Ex : Un laboratoire pharmaceutique produit un médicament. La quantité de principe actif qu’il contient 
est théoriquement de 245 𝜇𝜇𝜇𝜇. Il existe toutefois une légère imprécision tolérée sur cette quantité. Selon 
le contrôle qualité, cette quantité est une variable aléatoire X qui suit la loi de probabilité suivante :  
 
 
 
 
On introduit la variable aléatoire Y = 10X − 2 450 
 

On a alors  Y + 2 450 = 10X  et donc X =
Y + 2 450

10
 

 

On a alors  Y + 2 450 = 10X  et donc X =
1

10
Y +

2 450
10

= 0,1Y + 245 
 
 

Loi de Y : 
 
 
 
 
 
E(Y) = −2 × 0,1 − 1 × 0,3 + 0 × 0,4 + 1 × 0,1 + 2 × 0,1 
 
E(Y) = −0,2 − 0,3 + 0,1 + 0,2 = −0,2 
 
D'où E(X) = E(0,1Y + 245) = 0,1E(Y) + 245 
 
D′où E(X) = E(0,1Y + 245) = 0,1 × (−0,2) + 245 
 
D′où E(X) = E(0,1Y + 245) = −0,02 + 245 = 244,98 
 
V(Y) = 0,1(−2 + 0,2)2 + 0,3(−1 + 0,2)2 + 0,4(0 + 0,2)2 + 0,1(1 + 0,2)2 + 0,1(2 + 0,2)2 
 
V(Y) = 0,1(−1,8)2 + 0,3(−0,8)2 + 0,4(0,2)2 + 0,1(1,2)2 + 0,1(2,2)2 
 
V(Y) = 1,16 
 
D’où V(X) = V(0,1Y + 245) = 0,12V(Y) 
 
D′où V(X) = V(0,1Y + 245) = 0,01 × 1,16 
 
D′où V(X) = V(0,1Y + 245) = 0,0116 
 

𝑥𝑥𝑖𝑖 244,8 244,9 245,0 245,1 245,2 

𝑝𝑝𝑖𝑖 0,1 0,3 0,4 0,1 0,1 

𝑦𝑦𝑖𝑖 −2 −1 0 1 2 

𝑝𝑝𝑖𝑖 0,1 0,3 0,4 0,1 0,1 
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III Application à la loi binomiale 
Il nous manque pour le moment une chose importante pour la loi binomiale : son espérance. 

Cela revient à calculer �𝑥𝑥𝑘𝑘𝑝𝑝𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0

= �𝑘𝑘 × 𝑝𝑝(X = 𝑘𝑘)
𝑛𝑛

𝑘𝑘=0

= �𝑘𝑘�𝑛𝑛𝑘𝑘�𝑝𝑝
𝑘𝑘(1 − 𝑝𝑝)𝑛𝑛−𝑘𝑘

𝑛𝑛

𝑘𝑘=0

 

Et à ce stade, nous ne disposons pas encore de tous les outils pour ce faire… ������ 
 
Définition : Un échantillon de taille 𝑛𝑛 d’une loi de probabilité est une liste de 𝑛𝑛 variables aléatoires 

indépendantes suivant cette loi.  

 

Ex : On lance un dé équilibré et on s’intéresse à la sortie du 6. Notons X1 la variable aléatoire 
correspondant à cette expérience. 
 

X1 suit une loi de Bernoulli de paramètre
1
6

 �c'est-à-dire une loi ℬ(1 ;  𝑝𝑝)� 
 
On lance une seconde fois ce dé et on note X2 la variable aléatoire correspondant à cette expérience. 
 

X2 suit également une loi de Bernoulli de paramètre
1
6

. 
 
(X1, X2) est alors un échantillon de taille 2 de cette loi de Bernoulli.  
 
Et on peut vérifier que :  
 
Propriété : Soit (X1, X2, … Xn) un échantillon de taille 𝑛𝑛 de la loi de Bernoulli de paramètre 𝑝𝑝. 
 
La variable aléatoire S = X1 + X2 + ⋯+X𝑛𝑛 suit la loi ℬ(𝑛𝑛 ;  𝑝𝑝). 
 
Propriété : Soit S une variable aléatoire qui suit la loi binomiale de paramètres 𝑛𝑛 et 𝑝𝑝. 
 

E(S) = 𝑛𝑛𝑛𝑛 V(S) = 𝑛𝑛𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝)  𝜎𝜎(S) = �V(S) 

 
Preuve : Soit (X1, X2, … Xn) un échantillon de taille 𝑛𝑛 de la loi de Bernoulli de paramètre 𝑝𝑝. 
 
La loi de probabilité d’une de ces variables est : 
 

𝑥𝑥𝑖𝑖 1 0 

𝑝𝑝𝑖𝑖 𝑝𝑝 1 − 𝑝𝑝 
 

E(X𝑘𝑘) = �𝑥𝑥𝑖𝑖𝑝𝑝𝑖𝑖 = 1 × 𝑝𝑝 + 0 × (1 − 𝑝𝑝) = 𝑝𝑝 
 

V(X𝑘𝑘) = �𝑝𝑝𝑖𝑖(𝑥𝑥𝑖𝑖 − E(Xk))2 = 𝑝𝑝 × (1 − 𝑝𝑝)2 + (1 − 𝑝𝑝)(0 − 𝑝𝑝)2 
 

  = (1 − 𝑝𝑝)[𝑝𝑝(1 − 𝑝𝑝) + 𝑝𝑝2] 
 
  = (1 − 𝑝𝑝)[𝑝𝑝 − 𝑝𝑝2 + 𝑝𝑝2] 
 
  = 𝑝𝑝(1 − 𝑝𝑝) 

 
Et à partir de là, on a :  

A 
U 
 

P 
R 
O 
G 
R 
A 
M 
M 
E 
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E(S) = E(X1 + X2 + ⋯+ X𝑛𝑛) 
 
E(S) = E(X1) + E(X2) + ⋯+ E(X𝑛𝑛) 
 
E(S) = 𝑝𝑝 + 𝑝𝑝 + ⋯+ 𝑝𝑝 
 
E(S) = 𝑛𝑛𝑛𝑛 
 
V(S) = V(X1 + X2 + ⋯+ X𝑛𝑛) 
 
V(S) = V(X1) + V(X2) + ⋯+ V(X𝑛𝑛)    car X1, X2, … X𝑛𝑛 sont indépendantes 
 
V(S) = 𝑝𝑝(1 − 𝑝𝑝) + 𝑝𝑝(1 − 𝑝𝑝) + ⋯+ 𝑝𝑝(1 − 𝑝𝑝) 
 
V(S) = 𝑛𝑛𝑛𝑛(1 − 𝑝𝑝) 
 
Remarque : le résultat concernant l’espérance était totalement « prévisible ». Si je lance un dé 60 fois 

avec à chaque fois une chance sur six d’obtenir le 5, je me doute qu’en moyenne je devrais obtenir le 5 

dix fois. 

 

Ex : Un QCM comporte 10 questions indépendantes, avec pour chaque question 5 propositions dont 
une seule est exacte. Un candidat répond au hasard à ce QCM.  
On considère la variable aléatoire X donnant le nombre de bonnes réponses obtenues. Déterminer E(X) 
et 𝜎𝜎(X) 
 

On a X ↪ ℬ �10 ;  
1
5
�  car les 10 questions sont identiques et indépendantes. 

 

E(X) = 10 ×
1
5

= 2 
 

V(X) = 10 ×
1
5

× �1 −
1
5
� =

8
5

 
 

𝜎𝜎(X) = �8
5
≈ 1,26 

 
 Concrètement, on peut montrer que 68% des réalisations sont dans [E(X) − σ ; E(X) + σ] et 

95% dans [E(X) − 2σ ; E(X) + 2σ]. 
 

Concrètement, cela signifie que si tous les candidats répondaient au hasard à ce QCM, 68% 

d’entre eux auraient entre 2 − 1,26 = 0,74  et  2 + 1,26 = 3,26 bonnes réponses, et 95% 

d’entre eux auraient entre 2 − 2,52 = 0  et  2 + 2,52 = 4,52 bonnes réponses. 

 
 


