PRIMITIVES & EQUATIONS DIFFERENTIELLES

I Généralités
Une équation différentielle est une équation dont I’inconnue est une fonction. Elle se présente sous la
forme d’une relation entre cette fonction et ses dérivées successives (dérivée, dérivée seconde...)
Généralement, ces équations traduisent des phénomenes physiques : décroissance radioactive, décharge
d’un condensateur, évolution d’une population...

Considérons I’équation f'(x) + 2f (x) = 6x — 1. On ’écrira sous la forme y' + 2y = 6x — 1.

Vérifions que la fonction g(x) = 3x — 2 est solution de cette équation différentielle.
g (x)+2g(x)=3+203Bx—-2)
=3+6x—4

= 6x — 1 donc g est solutionde y' + 2y = 6x — 1.

II Primitives d’une fonction
1° Les bases
Définition : Une fonction F est une primitive de f sur [ si F' = f

Autrement dit, « trouver une primitive » est I’opération inverse de « trouver une dérivée ».

Remarque : F est une primitive de f si F est solution de 1’équation différentielle y' = f
— 2
Ex: F(x) = 2Ilnx — 3x% + 4x — 3 est-elle une primitive de f(x) = i 6x + 4 sur R} ?
1
F'(x) =2x;—3x2x+4=f(x)
F est donc bien une primitive de f.

Les primitives de certaines fonctions usuelles sont a connaitre. (il s agit du tableau inverse de celui des dérivées)

Fonction Une primitive Intervalle
a,a€R F(x) = ax R
xn+1
x"n€N F = R
() n+1
1 B -1 _ _
x—n,nEN,nZZ F(X)—m ]—00,0[ ou ]0,+00[
1
- F(x) =Inx 10; 4oof
X
1
NE: F(x) = 2Vx 10; 4oo[
e* F(x) =e* R
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Ex : Déterminer une primitive des fonctions suivantes :

fO=x = F0=1 fm=x =@ fm=r = Fx=1
1 o 1 - 1 _ -1
fO=5=F0=— f@=5=F0=75 [f®=05=F®=

Remarque : Pour la primitive de —-, on peut en fait utiliser la méme formule que pour x™
x
x3+1

—3+1

1
En effet, f(x) = el x P = F(x)=

x~? -1

2 T 2x2

Propriétés : Soient f et g deux fonctions continues sur [a ; b] de primitives F et G.

Une primitive de f + g est '+ ( etune primitive de kf est kF' (k € R)
Preuve : (F+G) =F +G' =f+g et (kF) =k xF' =kf

Ex : déterminer une primitive des fonctions suivantes :

2 3 _
f(X) = 4x? —6x+3——2 sur R* g(x) :w sur R*
X X
1 5x3 3 7 1
= 4x2 —6x+3-2xX— T A S S S
X X X X X
3 X2 -1 X3
F =4——6—+3x—2X— =5——
(x) 3 > + 3x . G(x)=5 3 3x + 7lnx
4 2 5
=—x3—3x?+3x+4+- =—x3—3x+7x
3 X 3
2° Fonctions composées
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I.
Fonction Primitive Condition
un+1
uvu" ,neNn>1 /
n+1
w - #0
F,n E N,n 2 2 (n o 1)un—1 u(x)
hd Inu u(x) >0
u
X N () >0
u ux
2vu
u'et et /
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A Il faut donc « faire apparaitre » le u’ pour pouvoir déterminer une primitive !

Ex : déterminer une primitive des fonctions suivantes sur leurs ensembles de définition :

Rédaction Brouillon

0f(x)=304x—-7)° f1 estde la forme u° avecu = 4x — 7

1 = il faut faire apparaitre 1 = 4
=3XZX4(4X_7)5 s
cad f; = Zu’uS donc F; = T
3 (4x-7° 1

D'ou Fy(x) =~ x = —(4x — 7)"
ol Fy(x) = 7 X == (4x = 7)
@ f,(x) = 2e375* f> estde la forme e avec u = 3 — 5x
9 = il faut faire apparaitre 1’ = —5
:—SX (—5)63_5x /o o
cad f, = ?u’e” donc F, = 7% el
D’ou F,(x) = _?x e375%
© f;(x) > f3 est de la fi ; Tx+1
X) = —— est de la forme — avec u = 7x
’ 3V7x + 1 ; VL
5 9 7 = 1l faut faire apparaitre ' = 7
=—X=X— /
3 7 2W7x+1 10~u 10
.d. F s D= F = ——X
cad f; Z 2\/adonc % Ju

10
D’ou F3(x) = 51 XV7x + 1

3x
— L A
0f4(x)—x2+2 fa est de la forme 7 avec u=x“+2
3 2y = 1l faut faire apparaitre v’ = 2x
= —X I
2 x*+2

3 u 3
c.a.df4=§><zd0ncF4=Exln|u|

3
D’ou F,(x) = 7 X In(x?+2) car x2+2>0

-3 1
Gfs(x)=m f5 est de la forme 5 Avec u="5x4+2
3 _c = il faut faire apparaitre 1" = 5
=X — ’
57 (5x + 2)? 3 5%
c.a.dfs—gx?donch—gxa
D'od Fu( )—3>< 1 3
s = s 5y v 2 5(5x +2)
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3° Propriétés

c P

HZZ>RO0R

Propriété : soit f une fonction continue sur un intervalle I.
Si F est une primitive de f alors toutes les primitives de f sont de la forme ¢ = F +couc € R

Preuve : Soient F et G deux primitives de f sur /.
(G-F)Y=G'-F =f—-f=0
Donc ¢ — F est constante sur /.

Autrement dit, il existe c € R tel que ¢ — F = ¢, etdonc G = F + c.

Propriété : soit f une fonction continue sur un intervalle I.
Si f admet des primitives sur I, alors pour X, et y, quelconques, il existe une unique primitive G de f

telle que G(xy) = v,

On dit que cette primitive vérifie une « condition initiale ».

Preuve : Soient x, et y, deux réels quelconques.

= Existence : soit F une primitive de f.
Nécessairement, les autres primitives de f sont de la forme ¢ = F + couc € R

On aalors G(xy) = F(x,) + c.
Mais si on veut que G (xg) = y,, il faut obligatoirement choisir ¢ = y, — F(x,)
Ainsi, la fonction G = F + (y, — F(x,)) est une primitive de f et G(xy) = y.
= Unicité : Soient F et G deux primitives de f telles que F(x,) = vy, et G(xy) = v, .
On a nécessairement ¢ = F + ¢ car F et G sont des primitives de f.
Et notamment, G (x,) = F(x,) + ¢ c'est-a-dire y, = y, + c.

D’ouc =0 etdonc F = G.

Ex : Déterminer la primitive F de la fonction définie sur R par f(x) = 3x2 + 2x — 1 telleque F(1) = —2.
Une primitive de f est x® + x? — x
Donc F(x) =x3+x?>—x+c ouc€R
Or, F(1)=—2donc 1+1—-1+c¢c=-2
c=-2-1=-3

Ainsi, la primitive F de f telle que F(1) = —2 est F(x) = x® + x? — x — 3.

Théoréme : Toute fonction continue sur un intervalle / admet des primitives sur /.

Remarque : bien que /'existence soit assurée, la forme explicite d'une primitive n'est pas toujours connue.

x2 od de primiti f licite !
ne possede pas de primitive sous forme explicite !
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III Equations différentielles
1° Equations y' = ay
Propriété : Soit a € R. Les solutions de 1’équation différentielle y' = ay sont les fonctions de la forme

Ce™ouC € R.
Preuve : Elle s’effectue en deux étapes.

= Soit f la fonction définie sur R par f(x) = Ce** ou C € R.
f'(x) =Ce™ xa

=a X Ce™ = af (x).

A

U

b f est donc bien une solution de 1’équation différentielle y’ = ay.

R = Réciproquement, soit f une solution de I’équation différentielle y’ = ay.
(0]

g On introduit la fonction g sur R par g(x) = f(x) e”**

A

M g'(x)=f'()e ™+ f(x)e™™ x (—a)

M

E

=af(x)e™™ —af(x)e”™™ car f'(x) = af(x)
=0
g est donc constante, ¢’est-a-dire g(x) = C ou C € R,

eT¥*xf(x)=C

C
fG) = =5 = Ce®

Ex : 1. Résoudre I’équation différentielle (E) : 3y’ — 2y =0
2. Déterminer la solution de (E) telle que y(3) = 5.

1.3y" =2y =0
3y' =2y
,_2
y—3y

2
Les solutions de (E) sont donc les fonctions f(x) = Ces" ou C € R.

2. On doit avoir f(3) =5

2
Ce3*3 =5
Ce?=5

5 _
C:e—2:5€ 2

2 2
La solution cherchée est donc f(x) = 5e~2e3" = 53" 7
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2° Equations y' =ay+b
Propriété : Soient a et b deux réels, a # 0. Les solutions de 1’équation différentielle y’ = ay + b sont

b
les fonctions de la forme Ce®* — - ouC € R.

= On retrouve ce type d’équation différentielle en physique par exemple : la vitesse v d’un corps
de masse m qu’on lache en chute libre dans 1’air conduit a I’équation différentielle :

I+k —
vit—v=g

ou k est un coefficient correspondant a la force de frottement et g la constante gravitationnelle.

Ex : 1. Résoudre I’équation différentielle (E) : 4y’ + 3y =5
2. Déterminer la solution de (E) telle que y(0) = 1.

1.4y’ + 3y =5 équivauta 4y’ = =3y +5

73,5
by 5. 73
ou — =i
5 4 -5
_o s
47-3" 3

-3 5
Les solutions de (E) sont donc les fonctions f(x) = Ce 4~ + 3 ouC eR

-3 5
2.0r,y(0) = 1 donc f(0) = Ce 2 " + 3= 1

C+5 =1
3=

-3 5
La solution recherchée est donc f(x) = 3 e ¥ 4 3

b
Remarque : f(x) = — 2 est une solution particulierede y' = ay + b

b
)+b=—b+b=0

Eneffet, f'(x) =0 et af(x)+b=ax (_E

3° Equationsy' = ay + f
Propriété : Soit a un réel non nul et f une fonction définie sur un intervalle I.

On note (E) I’équation différenticlle y' = ay + f avec a € R et f une fonction.
Soit u une solution de (E).
Les solutions de (E) sont les fonctions de la forme y = ce™ + u(x).

Autrement dit, ce sont les solutions de 1’équation y' = ay auxquelles on ajoute une solution de (E).
%



Preuve : soit g une solution quelconque de I’équation y’ = ay + f, et soit u une solution particuliére de
cette méme équation.

! !

@-—w=g-u
=ag+f—(au+f)
=ag+f—au—f
=a(g—u)
Autrement dit, g — u est solution de I’équation y" = ay.
Donc g —u = ce®.
Doug =ce™ +u
Ex : On considére I’équation différentielle (E) : y' — 2y = 2x2 — 6

1. Vérifier que la fonction f définie sur R par f(x) = —x2 — x + 2,5 est une solution de (E).
2. En déduire les solutions de (E).

1.f'(x) —2f(x) = —2x—1—-2(—x*—x+2,5)
=—2x—1+2x*+2x—-5
=2x2-6

Donc f est bien une solution de (E).

2.y' =2y =2x%—6 équivauta y' = 2y + 2x% — 6

Les solutions de (E) sont donc les fonctions f(x) = Ce** —x? —x + 2,500 C € R.

Remarque : soit t € R et soit f la fonction définie pour x € R par f(x) = et

t2

Une primitive de f est F(x) = e~ x.

En effet, e ¢ est une constante puisque la variable de la fonction est x.
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