REPRESENTATION DES DROITES ET DES PLANS

I Représentation paramétrique d’une droite

1° Définition
Propriété : Soit (0,77, k) un repére de I’espace. a
On considére la droite (d) passant par A(xa, ya, zs) €t de vecteur directeur u (b)
C

X=xptaXt

Z=2Zp+cXt
Ce systeme s’appelle une représentation paramétrique de (d) (et t est le paramétre)

Preuve : M(x,v,2) € (d) & AM = tui

(x—xA:tXa X=xp+aXxXt

Z—Zpy=tXcC Z=2Zp+cXt

Remarques : 1) Il existe une infinité de représentations paramétriques d’une droite donnée.

2) On peut de méme définir la représentation paramétrique d’un plan P passant par un

a a
point A(x,a, ya, Za) et de base u <b> et U <b’>

C C'

XxX=xp+txXa+t xa

Celadonne Py =vys+txb+t' xb" avect,t'eR

z=zp+tXc+t' xc

Ex : Dans le repére (0,7,7, k), on considére A(=3; 1; 2) et B(1; —2; 4).
1° Déterminer une représentation paramétrique de (AB).

2° Le point C(—11; 8; —2) appartient-il a la droite (AB) ?

3° Déterminer le point d’intersection de (AB) et du plan (O,1,7).

1—(=3) 4
1° Un vecteur directeur de (AB) est AB( —2-1 ) c'est-a-dire AB <—3>
4—2 2

Donc (AB)<y =1—-3t pourt€R
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4t = —-11+3 t:T:_Z
_7
3t=1-8 et donc <t:?
4
2t =-2-2 \t:7:_2

Donc C & (AB).

3° La particularité des points du plan (0, 7,7) est que leur cote vaut 0.

Ainsi, 0 = 2 + 2t
2t = =2
t=—=-1

Dot x=-3+4x(-1)=-7ety=1-3x(-1)=4

Le point d’intersection de (AB) et du plan (0,7, ) estdonc (—7 ;4 ;0).

2° Exemples d’utilisation
Ex 1 : déterminer les coordonnées du projeté orthogonal d’un point sur une droite

Soient M(0; 5; —8),N(4; —3; 4) et P(1; —1; —3) trois points.
Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal H du point P sur la droite (MN).

4-0 4
MN est directeur de (MN) : MN| —3 —5 | cest-a-dire MN | —8
4-(-8) 12
1 Lot
On peut également prendre EW —2 | d'ou (MN) y= 5-12t
3 Z: -8+ 3t

H € (MN) donc H(t ;5 — 2t ; —8 + 3t).

De plus, on doit avoir PH.MN = 0 et donc PH.

t—1 t—1
PH| 5—2t—(—1) | cest-a-dire PH| 6 — 2t
—8 + 3t — (-3) 54 3¢
Doi: (t—1)x14+(6-2t)x(=2)+(-5+3t)x3=0
t—1—-12+4t—-154+9t =0
14t —-28 =0
14t = 28 etdonct =2

D’ou H(2;5—2x2; =843 x2),cest-a-dire H(Z; 1; —2).
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Ex 2 : déterminer les coordonnées du point d’intersection de deux droites

x=-t x =—-3+2t
On consideére les droites d’équations (d):{y = —1+2t,t e R et (d'):{y=-9+3t', t' €R
z =10+ 5¢ Z:7—t'
Déterminer leur positions relatives.
-1 2
il 2 |etd| 3 |nesont pas colinéaires : (d) et (d") sont sécantes ou non coplanaires.
5 -1

Pour différencier ces deux situations, on s’intéresse a I’intersection de (d) et (d").

—t=-3+2t
Onvadonc résoudre < —1 + 2t = —9 + 3¢’
10+5t=7—-1t

\
\\II est fondamental de choisir des parametres différents !

—t—2t' =-3 t+2t' =3
2t — 3t = =9 + 1 c’est-a-dire { 2t — 3t' = —8

5t+t' =7-10 5t+t' =-3
. t+2t'=3 (X2) 2t +4t' =6
On commence par résoudre
2t —3t' = -8 2t —3t' = -8
Ll_LZ 7t, - 14‘
t' = M 2
==

Onremplacedans L, : t+2x2=3

t=3—-4=-1
Reste a vérifier L; :5x (1) +2=-5+2=-3
(d) et (d") sont donc sécantes.

x=—(-1)=1

Leur point d’intersection H a pour coordonnées{y = =1+ 2 x (—=1) = -3

z=104+5x%x(-1) =5
Autrement dit, H(1; —3; 5).

|1 Equation cartésienne d’un plan
1° Vecteur normal a un plan
Définition : Soient 7 un vecteur non nul et 2 un plan.

7 est normal a un plan P s’il est orthogonal a tout vecteur de P.
= Deux vecteurs normaux a un méme plan sont colineaires

= Réciproguement, tout vecteur non nul colinéaire a un vecteur normal est un vecteur normal
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Propriété : 71 est normal a P s’il est orthogonal a une base de .

Preuve : Soit (i, ¥) une base de . Supposons que 7 est orthogonal a (i, v).

—

Soit W un vecteur quelconque de P. Onaalors w = ai + bv ol (a,b) € R?
n.w = 1. (a + bv)

n.u+ bn. v

Q

0+0=0

n et w sont donc orthogonaux, ce qui signifie que 7 est orthogonal a P.

2
Ex : vérifier queﬁ( 3 )est normal au plan (ABC) ou A(—=1; —1; 0),B(1; —=2; 1)etC(=3; 1; 2).
-1

1—(-1) /2 _[-3-(-D) /(-2
(—2 -~ (—1)) c’est-a-dire AB <—1> et AC( 1—(-1) ) c’est-a-dire AC( 2 >
1-0 1 2-0 2

=l

RAB=2x2+3x(-1)—1x1 RAC=2%X(-2)+3x2—-1x%2
=4-3-1=0 =—446-2=0

Or, AB et AC ne sont pas colinéaires donc 7 est normal au plan (ABC).

2 -1
Ex : déterminer un vecteur normal au plan de base (7,7) ou T( 1 ) etf( 2 )

-2 6
a

Notons 77 (b) le vecteur normal cherché. On doit avoir :
C

ni=0 2a+b—2c=0
c’est-a-dire

n.j=0 —a+2b+6¢c=0
2a+b=2c 4a + 2b = 4c

Autrement dit, et donc
—a+ 2b = —6¢ —a+ 2b = —6¢

Ll—L2:5a=10C

_1Oc_2
a= o= c

Onremplacedans L, : 2 X 2c+ b = 2c
b=2c—4c=—-2c
2c 2
Donc 71 —2c¢ | : on peut donc par exemple prendre le vecteur | —2 |.
c 1
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2° Equation cartésienne d’un plan

c>r

m<S<S>TOO0OXTT

Propriété : Soit 77 un vecteur non nul et A un point de I’espace. L’ensemble des points M de I’espace tels

que AM .7 = Oestle plan P passant par A et de vecteur normal 1.

a

Propriété : Soit (0, 7,7, E) un repére orthonormé de ’espace. Un plan de vecteur normal 7 <b> admet une
(o
équation cartésienne de la forme ax + by +cz+d =0oud € R

Réciproquement, I’ensemble des points M(x, y, z) tels que ax + by + cz + d = 0 ou a, b, ¢ ne sont pas

a
tous nuls est un plan de vecteur normal 7 <b>
Cc

Preuve : a
Soient 2 un plan de vecteur normal ﬁ’(b) et A(xa,ya, za) Un point de P.

c
On note M(x, y, z) un point quelconque de .

M(x,y,2z) EP < AM.7i=0
x_xA

or,AM| ¥ —¥a |doncAM .71 = 0 < alx —xy) +b(y—y) +clz—2z4) =0

Z_ZA
S ax+by+cz+ (—axy — by, —czy) =0
d

Réciproquement, soit (E) 1’ensemble des points M(x, y, z) telsque ax + by + cz+d =0o0u a, b, c ne
sont pas tous nuls. Supposons par exemple a # 0.

—d
Soit alors A (7; 0; 0) : vérifions que A € (E)

—d
ax7+bx0+c><0+d=—d+d=0donc A€ (E)

a
— d
On considére alors le vecteur 7 (b) : AM.n=a (x + E) +b(y—0)+c(z—0)
c

=ax+by+cz+d
=0
DoncM e (E) & AM .7 = 0 : on reconnait le plan passant par A et de vecteur normal 7.

2
Ex : soit P le plan d’équation 2x — 3y + 5z — 2 = 0. Un vecteur normal de P est 1 <—3>.
5

-2
EX : déterminer 1’équation du plan P passant par A(2; —1; 3) et de vecteur normal ﬁ( 4 >

1
P apour equation —2x +4y +z+d =0

Par ailleurs, A € P donc ses coordonnées vérifient 1I’équation de P.
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Dot —2x2+4X(-1)+3+d=0
~4—-443+d=0
—5+d =0 etdonc d =5

Le plan P adonc pour équation —2x + 4y +z+5=10

Autre méthode : revenir & « P est I’ensemble des points M(x; y; z) tels que AM .71 = 0 »

-2
Méme exemple : déterminer I’équation du plan P passant par A(2; —1; 3) et de vecteur normal ii( 4 )

1
. x—2 .
OnaAM<y+1>doncAM.ﬁ:(x—2)><(—2)+(y+1)><4+(z—3)><1=0
z—3

—2x+4+4y+4+z—-3=0

—2x+4y+z+5=0

Ex : Dans un repere orthonormé, on considere les points A(3;—1;5) et B(—3;1;—3) ainsi que le
2
vecteur 71 (3) On note P le plan passant par A et de vecteur normal 7.

1
1. Déterminer les coordonnées du projeté orthogonal H de B sur P.

2. En déduire la distance de B a P.
x=-3+4+ 2t

1. (BH) a pour vecteur directeur 77 donc (BH) : <y =1+ 3t outeR
z=-3+t

Par ailleurs, P a pour équation 2x + 3y +z+d =0
P passeparAdonc2x3+3x(-1)+5+d=0
6—3+5+d=0
8+ d =0 c’est-a-dire d = —8

DouP:2x+3y+z—8=0

x = —3 4+ 2t

y=1+3t
H vérifie donc

z=-3+t

2x+3y+z—8=0
Dou2(—3+2t)+3(1+3t)+(-3+t)—8=0
—6+4t+3+9t—-3+t—-8=0
—14+ 14t =0
14t = 14

t=1
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x=-3+2%x1=-1
Onaalorsiy=1+3x1=4
z=-3+1=-2

H a donc pour coordonnées (—1;4; —2).
2. La distance de B a P est donc BH :
BH?2 = (—1+4+3)?2+ (4 —1)?+ (-2 + 3)?
=22 +3%+1°
=4+9+1
= 14

BH =+v14

Définition : le plan médiateur d’un segment [AB] est le plan passant par le milieu de [AB] et perpendicu-

-laire au vecteur AB.

= Le plan médiateur d’un segment est [’ensemble des points équidistants des extrémités de ce segment.

Ex :SoientR(5; 4; —3)etS(—1; 0; —7). Déterminer I’équation du plan médiateur P du segment [RS].
5-1 4+0 —-3-7

Soit I le milieu de [RS]. 1 ( ) cestadire1(2; 2; —5).

2 27 2

_[-1-5 _ (-6

Par ailleurs, RS| 0 — 4 |c'est-a-dire RS| —4
~7+3 —4

3
On peut donc prendre comme vecteur normal 7 (2)

2
DouP:3x+2y+2z+d =20

[ePdonc3x24+2%x24+2X(=5)+d=0
6+4—10+d=0 donc d=0

Dou P:3x+2y+2z=0

111 Position relative d’une droite et d’un plan

Soient (d) une droite de vecteur directeur % et P un plan de vecteur normal 7.
= Si u.n # 0 alors (d) et P sont sécants
= Si u.n=0alors:
- (d) € P si un point quelconque de (d) appartient a .

- (d) est strictement paralléle a P si un point quelconque de (d) n’appartient pas a P.
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x=5-3t
Ex : Soit (d) la droite de représentation paramétrique {1y = —1 + 2t ou t € R, et P le plan d’équation

z=4+t
cartésienne 2x —3y +z—6 = 0.
Etudier leurs positions relatives.

2 -3
Un vecteur normal a P est 77| —3 | et un vecteur directeur de (d) estu| 2

1 1
T A=2x(-3)+(-3)x2+1x1=-11

Donc P et (d) sont sécants.

(x=5—-3t
| y=-1+2t
Leur point d’intersection vérifie
z=4+t

2x—3y+z—6=0
D’ou 2(5—-3t) —3(—1+2t)+4+t—6=0 eninjectant x, y et z dans 1’équation de P
10—6t+3—6t+4+t—6=0
—-11t+11 =0
—11t = —11 c'est-a-dire t =1

x=5-3%Xx1=2
Onobtientalors{y = -1 +2x1)=1
z=4+1=5

Le point d’intersection de P et (d) estdonc (2; 1; 5).

Remarque : on peut résoudre directement le systéme, sans préalablement calculer i .7 :
- une seule solution : (d) et P sont sécants
- pas de solutions : (d) est strictement parallele a P
= en conservant (d) etavec P:2x —3y + 12z—6 =0,0narrivea55=0
- une infinité de solutions : (d) c P
= enconservant (d) etavec P:2x —3y + 12z — 61 =0,onarrivea0 =0
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BONUS

(non exigible)

Position relative de deux plans
Soient P et P’ deux plans de vecteurs normaux 7 et n'.

= Si 7 et n’ ne sont pas colinéaires alors P et P’ sont sécants suivant une droite (d)

= Si#etn sont colinéaires alors :
- P et P’ sont strictement paralléles si un point quelconque de P n’appartient pas a P’
- P et P’ sont confondus si un point quelconque de P appartient a P’

EXx : Soient P le plan d’équation 2x —y — 5z —1 = 0 et Q le plan d’équation —x + 2y +z—4 =0
Etudier leurs positions relatives.
2 -1
Un vecteur normal a P est 7 <—1> et un vecteur normal a Q est 1’ ( 2 )
-5 1

Ces vecteurs ne sont pas colinéaires donc P et Q sont sécants suivant une droite (d).

M(x;y;z) € (d) si ses coordonnees vérifient simultanément les équations des deux plans.
2x—y—=5z—-1=0

Autrement dit, on doit avoir {_x 42y +z—4=0

=  Pour trouver [’équation paramétrique de cette droite, on choisit [ 'une des « inconnues » (X, y ou
z) comme parametre. Dans cet exemple, prenons z. Cela donne :

2x—y—=5z—1=0
—x+2y+z—-4=0
z=t
2x—y—=5t—1=0 2x—y=5t+1
Autrement dit,ona{—x +2y+t—4=0 etdonc {—x+2y=—t+4
z=t z=t

On multiplie la deuxieme ligne du systéme par 2 :
2x —y=5t+1

—2x+4y =-2t+8

z=1
Par addition, on obtient :

3y=3t+9
y=t+3

On remplace dans la deuxiéme equation :
—x+2X(t+3)=—-t+4
—x+2t+6=—-t+4
2t+6+t—4=x

3t+2=x
x=3t+2
Au final, I’équation paramétrique de (d) est {y =t + 3 outeR
z=t
x=3t—7
Remarque : en prenant y comme parametre par exemple, on aurait obtenu {y =t out€eR

z=t—3
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