CONVEXITE

I Fonction convexe et fonction concave
Définition : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.

f est convexe sur [ si sa courbe représentative est au-dessus de toutes ses tangentes sur /.

f est concave sur [ si sa courbe représentative est en-dessous de toutes ses tangentes sur /.

Fonction convexe

(tournée vers le haut)

Fonction concave

(tournée vers le bas)

Fonction convexe = en forme de U Fonction concave = en forme de N

Remarque : une autre manicre de voir les choses serait de considérer les cordes,
c’est-a-dire les segments reliant deux points de la courbe représentative.

Dans ce cas, une fonction convexe est en-dessous de ses cordes.

Définition : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle /.

On appelle dérivée seconde de f sur I la dérivée de f'. On la note [

Ex : Déterminer la dérivée seconde des fonctions suivantes :
flx)=x3—-2x2—7x+5 g(x) = 2e*73* h(x) = e*

]N(X) =3x%2—4x -7 g’(x) = _get3x h'(x) =2xe* =uxwv...

R'(x) = 2e**(1 + 2x2)
f'(x) =6x—4 g'"(x) = 18e*3%

Propriété : Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
f est convexe sur [ si et seulement si [’ est croissante sur I, ¢’est-a-dire si f''(x) = 0, Vx € I.

f est concave sur [ si et seulement si /' est décroissante sur I, ¢’est-a-dire si f"'(x) < 0, Vx € I.

Remarque : « déterminer la convexité d’une fonction » signifie qu’il faut déterminer si la fonction est
convexe ou concave.

Et dans la majorité des cas, on déterminera la convexité d’une fonction en étudiant le signe de sa dérivée
seconde.
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Preuve : démontrons que si f' est croissante sur /, alors f est convexe sur /.

Soit a un €lément de I’intervalle I. On note Cr la courbe représentative de f et T, la tangente a Cr en a.
T, apour équation y = f'(a)(x —a) + f(a)
[’¢écart entre Cy et Ty est g(x) = f(x) —y = f(x) — (f’(a)(x —a)+ f(a))
g =) - (f'(@x1+0)
= f'(0) ~ f'(@)
Or, f' est croissante sur I donc g’ est croissante sur I.

De plus, g'(a) = f'(a) — f'(a) = 0. D’ou :

X a
g'(x) - | +
gx)
0

Par ailleurs, g(a) = 0 (c’est I’écart entre C et Ty en a et aupire, ca se calcule explicitement !)
Donc g(x) = 0 pour tout x € I. Autrement dit, f(x) =y

Cr est donc au-dessus de Ty, : f est donc convexe sur /.

Propriété : La fonction carré est convexe sur R.
La fonction cube est concave sur |—oo ; 0] et convexe sur [0 ; +oof.
La fonction inverse est concave sur |—oo ; 0[ et convexe sur |0 ; +oo].

La fonction racine carrée est concave sur [0 ; +ool.

Ex : Déterminer la convexité de la fonction définie sur R par f(x) = 0,5x* — 1,5x3 — 7,5x% + 2x — 1

f'(x) = 2x3 — 4,5x% — 15x + 2 60

40

f"(x) = 6x* —9x — 15

20

A=(—9)?>—4x6x(—15)

— 81 + 360 = 441 T \/

=20

9 — 441 _9++/441
1T To%6 2T %6

9-21 _ot2l_ 3
12 12 7

f est convexe sur | — oo ; —1], concavesur [—1 ; 2,5] et convexe sur [2,5; +00].
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II Point d’inflexion
Définition : Soit f une fonction dérivable sur un
intervalle 1.
Un point d'inflexion est un point de la courbe en \

lequel la courbe change de concavité.
Et par conséquent, en un tel point, la tangente traverse

la courbe.

Que se passe-t-il en un point d’inflexion ?
= f change de convexité : elle passe de concave a convexe ou le contraire.
= f' change de sens de variation.

= f'' change de signe (et donc nécessairement f'’ s’annule)

Le fait que la dérivée seconde s’annule ne suffit pas pour qu’il y ait un point d’inflexion ! Il faut en

, effet qu’elle s’annule ET qu’elle change de signe !

Interprétation : f"' correspond a l’accélération et f' a la vitesse. Or, une accélération positive
(respectivement négative) correspond a une vitesse qui augmente (respectivement qui diminue).
Autrement dit, au niveau d’un point d’inflexion, on observe une augmentation / une diminution de la

vitesse.

Ex : lors d’une épidémie, on modélise le nombre de malades (en milliers) en fonction du temps a 1’aide
de la fonction f définie sur I’intervalle [0 ; 60] par f(t) = t?e~ %t ou t représente le nombre de jours
¢coulés depuis ’apparition de la maladie.

1. Dresser le tableau de variation de la fonction f sur [0; 60] et déterminer le pic de I’épidémie.

2. Déterminer les eventuels points d’inflexion de Cy. Interpreter.

L f'(t) = 2te™®'* - 0,171 x 2
= (2t — 0,1t?)e~ 01t
=t(2-0,1t)e™ "

"(t) est du signede (2 — 0,1t) cart = 0 ete %'t > 0.
f() g

201t =0 : o 20 60
2 =01t f'@® + -

2
6’—1=t=20 f(@®) /////] \\\\\‘

Le pic de I’épidémie est atteint au bout de 20 jours avec f(2) ~ 54 134 malades.
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2. f(t) = (2 — 0,2t)e %1 — 0,171 (2t — 0,1t?)
= (2-0,2t — 0,1(2t — 0,01¢t%))e "
=(2-02t—0,2t + 0,01t?)e "
= (0,01t? — 0,4t + 2)e O

f''(t) est du signe de (2 — 0,4t + 0,01t%) car e~ "' > 0.

, - 0,4 —+/0,08 . - 0,4+ 0,08
A= (—0,4)%—4x0,01x2 1= %001 © 27 2x0,01
= 0,16 — 0,08 ~ 5,86 ~ 34,14
= 0,08
D’ou :
t P 59 34,1 60
() + - +

On a donc deux points d’inflexion :

- Un premier aux alentours du 6™ jour : ¢’est le moment ou la vitesse de propagation de I’épidémie
commence a diminuer.
Le nombre de malades continue d’augmenter, mais moins vite.

- Un second aux alentours du 34°™ jour : & ce moment-I3, la vitesse de propagation ... recommence
a augmenter. Mais cette vitesse est négative.

Le nombre de malades continue toutefois de diminuer, mais moins vite.
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