PRODUIT SCALAIRE DANS L’ESPACE

1 Rapgels (enfin, théoriquement...)

On appelle norme d’un vecteur la longueur de ce vecteur. On la note ||| et on a donc ||ﬁ|| = AB
Attention : [|Au]|| = |A||[u]| pour tout A € R
O u.v=|ul x|V xcos (u,V)

S cos (U, V) = 1sietseulementsi (u,v) =0 [27]

Ainsi, si AB et AC sont colinéaires et de méme sens, AB.AC = AB x AC

& cos(d,v) = —1sietseulementsi (U,v) =mn [271]

Ainsi, si AB et AC sont colinéaires et de sens opposes, AB.AC = —AB x AC

[7]

S cos(u,v) = 0 sietseulementsi (U,V) =

NS

On en déduit que U et ¥ sont orthogonaux si et seulement si i . v = 0

Cas particulier : ona % .% = ||ii||* = on pourra également noter i .1 = 1i°

A (ﬁ , E) = BAC mais (ﬁ , E) # BAC : il faut que les vecteurs aient la méme origine...

- > 1 — - — - . .
@U.V= E(Ilu + 9|12 = |¥ll> = I¥|I*>) =  «formule de polarisation »

Il en existe deux autres versions, mais celle-ci suffit.
- lorsque la relation de Chasles s’applique avec les deux vecteurs :

—_—— 1, 2 —2 2 1
AB.BC = E(||AB +BC||” - [|AB|" — [[BC|") = 5 (AC? — AB? — BC?)
- lorsque la relation de Chasles ne s’applique pas avec les deux vecteurs :
—_— — 1
BA.BC = —AB.BC = _E(ACZ — AB% — BC?)
© AB.CD = A'B'.CD = AB.C'D’
par projections orthogonales.

Intérét : les vecteurs sont alors colinéaires !

\ \
A B C D’

(X L (X' S o , ;. . .
O Avec U (y) et v (y’)’ ona U.V = x.x' + y.y' uniquement dans un repére orthonormé

Dans un repére orthonormé, si i (y) alors ||u]|? = x? + y?
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Propriétés : Quels que soient les vecteurs U, ¥ et W et les réels a et b, on a :
U.v=v.u Uu.(+w)=u.v+u.w (ai) .(bD) = (a x b)u .V
Dou: U+ v)?%=u+2u.v+v? W —-v)?=u’—2u.v+v?

U+ )W —v) =u? — v?
Application : formule d’Al-Kashi a
a? = b% + c? — 2bc cos A b 5
= c’est une généralisation du théoreme de Pythagore A c

II Produit scalaire dans 1’espace
Soient U et U deux vecteurs de I’espace, et soient A, B et C trois

points tels que 7 = AB et # = AC.

Le produit scalaire U . ¥ est le produit scalaire AB .R, défini dans
le plan (ABC).

Les régles de calcul et les propriétés du produit scalaire dans le plan sont donc toujours vraies dans

I’espace ; et notamment, U et ¥ sont orthogonaux si et seulement si 2. v = 0

Ex : Soit ABCDEFGH un cube d’aréte a. Il{ G
AB.DG = AB .AF en se ramenant dans le plan (ABF) :
A o Di o
= AB.AB par projection orthogonale o C
= AB? = g2 A B

!

X X
Propriété : Dans un repére orthonormé (0,%,7, k), si U (y) et U (y’) alorsu.v = xx' + yy' + z7'

Z 7'

Onaalors ||U]|?2 = x? + y? + 2% et AB?2 = (xgz —x,)% + (y5 — v4)? + (25 — 24)?

Preuve : Onail =i+ yj +zk et B=x"T+y]+ 2k

6.0 = (xT+yj+zk). (T +y'j + 2'k)

XLXT+x1yT+x0.2k +y].xT+y].y'] + y].Z'k + zk.X'T + zk. V'] + zk.2'Z

Or,7.T1=12 = ||{||> = 1 etT.j = T.k = 0 car le repére est orthonormé.
Douud.v=xx"+yy +zz

Etdela, |lUll> =u.u = x* + y* + z°

L’espace offre plus de possibilités pour les projections orthogonales, mais avant, il faut définir les choses.
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III Orthogonalité dans I’espace
1° De deux droites
Définition : deux droites sont orthogonales lorsque leurs paralléles passant par un méme point sont
perpendiculaires.

Et de manic¢re pratique, deux droites sont orthogonales si leurs vecteurs directeurs sont

orthogonaux.

Ex : Soit ABCDEFGH un pavé droit.

(EF) et (BC) sont orthogonales car (EF) et (FG) sont perpendiculaires. HI °
(EG) et (FB) sont orthogonales car EG.FB = (_E_ﬁ + F_G)) .FB E E F
— BF .FB + FC.FB D b c
=04+0=0 L= -

Remarque : deux droites perpendiculaires sont coplanaires ET sécantes.

Deux droites perpendiculaires sont orthogonales, mais deux droites orthogonales ne sont pas
A nécessairement perpendiculaires (il faudrait qu’elles soient coplanaires)
Par exemple, (EG) et (FB) sont orthogonales mais ne sont pas perpendiculaires...

2° D’une droite et d’un plan
Définition : une droite est perpendiculaire a un plan si elle est orthogonale a deux droites sécantes de ce

plan. Autrement dit, une droite (d) est perpendiculaire a un plan P si un vecteur directeur de (d) est

orthogonal a une base de P.

H G
Ex : Soit ABCDEFGH un cube d’aréte a. Démontrer que (FD) L (EGB) E : F
FD.EG = (FB + BA+ AD) . (EF + FG) |
D Ne---dfJ ¢
= FB.EF + FB.FG + BA. EF + BA.FG + AD.EF + AD.FG
A 4
B

=0+0—EF.EF+0+ 0+ AD.AD
=-a’+a*=0 FD.EG = (FH + HD) .EG
=FH.EG + HD.EG
De méme, FD.EB = 0 =0+EA.EG=0+0=0

Donc (FD) est orthogonale aux droites (EG) et (EB) qui sont sécantes dans le plan (EGB) : on peut en

conclure que (FD) L (EGB)
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Théoréme : Si une droite est perpendiculaire a un plan, alors elle est orthogonale a toutes les droites de

ce plan.

Preuve : Soit (d) une droite perpendiculaire a un plan P. (@

(d) est donc orthogonale a deux droites sécantes (d,) et (d,)
4

de P. ﬁ’/
A, (dy)

Soit alors (A) une droite quelconque de P de vecteur vy 2
directeur w. P
(dy)

On veut montrer que (d) L (A), ¢’est-a-dire que 1. w = 0

(d,) et (d,) étant sécantes, v; et v, ne sont pas colinéaires et forment donc une base de P : il existe
donc deux réels x et y tels que W = xv; + yv,

u.w=1u(xv, +yv,)

=XxUV, + YU,
—— ——
0 0

=0

Donc (d) L (A)

Ex : Soit ABCDEFGH un pavé droit. Démontrer que (FB) est orthogonale a (EG).

G
(FB) L (EF) et (FB) L (FG) donc (FB) L (EFG) . i F
Par conséquent, (FB) est orthogonale a toute droite de (EFG). i
oo (DI N S C
Et en particulier, (FB) est orthogonale a (EG). o
Remarque : on I’avait démontré dans le 11 1° a [’aide d 'un produit scalaire... A : B

IV Projection orthogonale
1° Définitions AL
Définition : Soient A un point de I’espace et (d) une droite de I’espace.

La projection orthogonale de A sur (d) est le point H de

H
(d) tel que la droite (AH) soit perpendiculaire a la (d)/
droite (d).
Définition : Soient A un point de I’espace et P un plan de I’espace. 1A
La projection orthogonale de A sur P est le point H de
P tel que la droite (AH) soit perpendiculaire au plan H .j

P.
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2° Application au calcul d’un produit scalaire
= Lors du calcul d’un produit scalaire, on peut remplacer I’'un des deux vecteurs par son projeté

orthogonal sur la droite portée par I’autre vecteur :
AB.CD = AB.HH'
ou H et H’ sont les projetés orthogonaux de C

et D sur (AB)

M:E.ﬁ=ﬁ.(€ﬁ+ﬁ+ﬁ)
= AB.CH + AB.HH' + AB.H'D
=0+ AB.HH +0
= AB.HH'

= Lors du calcul d’un produit scalaire, on peut remplacer I’'un des deux vecteurs par son projeté

orthogonal sur un plan contenant ’autre vecteur : D
AB.CD = AB.HH'

ou H et H sont les projetés orthogonaux de C et D

sur P j/ i’

H: |
Preuve : idem que la preuve précédente. .. A : — B
AB.CD = AB.CH + AB.HH + AB.HD ‘
Or, AB.CH = 0 car CH est normal a P et donc orthogonal a tout vecteur de P
Deméme,ﬁiﬁ)> = 0 donc AB.CD = KE)H—H’)
Toujours bien préciser ce qu’on projette et sur quoi on le projette.

. AL r H G
Ex : soit ABCDEFGH un cube de c6té a. :
DA.DF = DA.DA = a”? par projection orthogonale de DF sur (DA) |
ouDA.DF =DA.DB par projection orthogonale de F sur (DBA) puis DA.DE =DA.DA par projection orthogonale D ):_ ___________
DF.AC =DB.AC =0 par projection orthogonale de DF sur (ABC) N 5

DF.HG = HG . HG = a? par projection orthogonale de DF sur (HG)

ouDF .HG = DG .HG par projections orthogonales de D et F sur (HDG)
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3° Distance d’un point a une droite / 4 un plan

c >

HEZEFPROO0ORT

Définition : Soient A un point et (d) une droite.

La distance de A a (d) est la plus petite distance entre A et un point de (d).

Propriété : La distance de A a (d) est la longueur AH ou H est le projeté orthogonal du point A sur
la droite (d).

Autrement dit, le projeté orthogonal de A sur (d) est le point de (d) le plus proche de A.

Définition : Soient A un point et P un plan.

La distance de A a P est la plus petite distance entre A et un point de P.

Propriété : La distance de A a P est la longueur AH ou H est le projeté orthogonal du point A sur
le plan P.

Autrement dit, le projeté orthogonal de A sur P est le point de P le plus proche de A.

Preuve : Soient H le projeté orthogonal de A sur P, et M un point quelconque de P.

(AH) est perpendiculaire a P donc (AH) est orthogonale a toute droite de P.

A —
En particulier, (AH) est perpendiculaire a (HM).
Le triangle AHM est donc rectangle en H.
M
D’aprés le théoréme de Pythagore, on a alors AM? = AH? + HM? H

Or, si M # H alors HM? > 0 etdonc AM? > AH?.

AH est donc bien la plus petite distance entre A et un point de P.
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