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LİMİTES 
 

2ème partie 
 
 

I Théorèmes de comparaison 
Les théorèmes utilisés avec les suites existent également pour les fonctions. Ils sont énoncés pour des 
limites en +∞ mais sont également valables lorsque x tend vers −∞ ou lorsque x tend vers un réel 𝑎𝑎. 
 
Théorème : Soient 𝑓𝑓 et 𝑔𝑔  deux fonctions définies sur ]𝐴𝐴 ;  +∞[ 
 
Si pour tout 𝑥𝑥 ∈]𝐴𝐴 ;  +∞[ on a 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≥ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) et lim

𝑥𝑥→+∞
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = +∞  alors lim

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞   

 
Si pour tout 𝑥𝑥 ∈]𝐴𝐴 ;  +∞[ on a 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≤ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) et lim

𝑥𝑥→+∞
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = −∞  alors lim

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −∞   

 
Théorème des gendarmes :  
Soient 𝑓𝑓, 𝑔𝑔 et ℎ trois fonctions définies sur ]𝐴𝐴 ; +∞[ et ℓ un nombre réel.  
 
Supposons que pour tout 𝑥𝑥 ∈]𝐴𝐴 ;  +∞[ on ait 𝑔𝑔(𝑥𝑥) ≤ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≤ ℎ(𝑥𝑥) 
 
Si lim

𝑥𝑥→+∞
𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim

𝑥𝑥→+∞
ℎ(𝑥𝑥) = ℓ alors lim

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ℓ. 

 

 
 
 

Ex : Déterminer lim
𝑥𝑥→−∞

𝑥𝑥 cos 𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 1

 
 
On a − 1 ≤ cos 𝑥𝑥 ≤ 1 
 
Puisque 𝑥𝑥 → −∞, on peut considérer que 𝑥𝑥 < 0. D’où :  
 

−𝑥𝑥 ≥ 𝑥𝑥 cos 𝑥𝑥 ≥ 𝑥𝑥 
 
−𝑥𝑥

𝑥𝑥2 + 1
≥
𝑥𝑥 cos 𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 1

≥
𝑥𝑥

𝑥𝑥2 + 1
  car 𝑥𝑥2 + 1 > 0 

 

Or lim
𝑥𝑥→+∞

−𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 1

= lim
𝑥𝑥→+∞

−𝑥𝑥
𝑥𝑥2

= lim
𝑥𝑥→+∞

−1
𝑥𝑥

= 0 
 
De même lim

𝑥𝑥→+∞

𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 1

= 0 
 
D'après le théorème des gendarmes, on peut donc dire que lim

𝑥𝑥→+∞

𝑥𝑥 cos 𝑥𝑥
𝑥𝑥2 + 1

= 0 

𝑔𝑔(𝑥𝑥) 

ℎ(𝑥𝑥) 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
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II Fonction exponentielle 
1° Limites aux bornes 

Propriété : lim
𝑥𝑥→+∞

𝑒𝑒𝑥𝑥 = +∞  et  lim
𝑥𝑥→−∞

𝑒𝑒𝑥𝑥 = 0 
 
 On a une asymptote horizontale d’équation 𝑦𝑦 = 0 (c'est-à-dire l’axe des abscisses) 

 
Preuve : On va comparer la fonction exponentielle à 𝑥𝑥 : on introduit donc 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Et 𝑔𝑔(0) = 𝑒𝑒0 − 0 = 1 
 
Donc pour tout x ∈ ℝ, g(x) ≥ 1 et donc g(x) > 0.  
 
Autrement dit, pour tout x ∈ ℝ, 𝑒𝑒𝑥𝑥 − 𝑥𝑥 > 0  c’est-à-dire  𝑒𝑒𝑥𝑥 > 𝑥𝑥 
 
Or, lim

𝑥𝑥→+∞
𝑥𝑥 = +∞ 

 
D’après le théorème de comparaison, on a donc lim

𝑥𝑥→+∞
𝑒𝑒𝑥𝑥 = +∞ 

 

Et lim
𝑥𝑥→−∞

𝑒𝑒𝑥𝑥 =  lim
𝑥𝑥→+∞

𝑒𝑒−𝑥𝑥 =  lim
𝑥𝑥→+∞

1
𝑒𝑒𝑥𝑥

= 0 

 
 

 Ex : 

 

lim
𝑥𝑥→+∞

5𝑥𝑥 + 𝑒𝑒−2𝑥𝑥 = +∞ 
 

 

lim
𝑥𝑥→−∞

𝑒𝑒3𝑥𝑥−5 = 0 
 

lim
𝑥𝑥→−∞

𝑒𝑒
3
𝑥𝑥−1 = 𝑒𝑒−1 =

1
𝑒𝑒

 

2° Croissances comparées 
 

 

Propriété :  lim
𝑥𝑥→+∞

𝑒𝑒𝑥𝑥

𝑥𝑥
= +∞ 

 

     et lim
𝑥𝑥→+∞

𝑒𝑒𝑥𝑥

𝑥𝑥𝑛𝑛
= +∞ 

 

pour tout 𝑛𝑛 ∈ ℕ. 
 

 

Preuve : Soit 𝑓𝑓  la fonction définie par  𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥 −
𝑥𝑥2

2
 

 
𝑓𝑓′(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥 − 𝑥𝑥   
 
On reconnaît la fonction 𝑔𝑔 de la preuve précédente. 
 
On a donc 𝑓𝑓′(𝑥𝑥) ≥ 0, ∀𝑥𝑥 ∈ ℝ.  
 
Ainsi, 𝑓𝑓 est strictement croissante sur ℝ 
 
Par ailleurs, 𝑓𝑓(0) = 1  donc ∀𝑥𝑥 ∈ ]0 ; +∞[, 𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 1 et donc  𝑓𝑓(𝑥𝑥) > 0.  
 

Ainsi, 𝑒𝑒𝑥𝑥 −
𝑥𝑥2

2
> 0 c'est-à dire 𝑒𝑒𝑥𝑥 >

𝑥𝑥2

2
   et donc   

𝑒𝑒𝑥𝑥

𝑥𝑥
>
𝑥𝑥
2

 
 

D'où lim
𝑥𝑥→+∞

𝑒𝑒𝑥𝑥

𝑥𝑥
= +∞  d’après le théorème de comparaison.   

𝑥𝑥 −∞  0 +∞ 

𝑔𝑔′(𝑥𝑥)   −  0  + 

𝑔𝑔(𝑥𝑥)  

 
 
 

1 

A 
U 
 

P 
R 
O 
G 
R 
A 
M 
M 
E 
 

𝑔𝑔′(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥 − 1 
 
Or   𝑒𝑒𝑥𝑥 − 1 ≥ 0 
 

𝑒𝑒𝑥𝑥 ≥ 1 
 
𝑥𝑥 ≥ 0 

 

A 
U 
 

P 
R 
O 
G 
R 
A 
M 
M 
E 
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 On parlera de « croissances comparées », au sens où l’exponentielle l’emporte sur les 

puissances. 

 

 

Conséquence immédiate : lim
𝑥𝑥→+∞

𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑒𝑒𝑥𝑥
= 0   pour tout 𝑛𝑛 ∈ ℕ. 

 
Ex : Soit 𝑓𝑓 la fonction définie sur ℝ par 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 𝑒𝑒𝑥𝑥. Déterminer lim

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥). 

 
On a une FI du type +∞− ∞ : on va factoriser par le plus fort. 
 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒𝑥𝑥 �
𝑥𝑥2

𝑒𝑒𝑥𝑥
− 1� 

 

Or lim
𝑥𝑥→+∞

𝑥𝑥2

𝑒𝑒𝑥𝑥
− 1 = −1 par croissances comparées  et lim

𝑥𝑥→+∞
𝑒𝑒𝑥𝑥 = +∞  

 
Donc lim

𝑥𝑥→+∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = −∞  

 
 

Ex : Soit 𝑔𝑔 la fonction définie sur ℝ par 𝑔𝑔(𝑥𝑥) =
8𝑥𝑥

3𝑒𝑒2,1𝑥𝑥−5 . Déterminer lim
𝑥𝑥→+∞

𝑔𝑔(𝑥𝑥). 
 

On a 𝑔𝑔(𝑥𝑥) =
8
3

×
𝑥𝑥

𝑒𝑒2,1𝑥𝑥 × 𝑒𝑒−5
 

 

On a𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
8

3𝑒𝑒−5
×

1
2,1

×
2,1𝑥𝑥
𝑒𝑒2,1𝑥𝑥 

 

On a𝑓𝑓(𝑥𝑥) =
8𝑒𝑒5

6,3
×
𝑡𝑡
𝑒𝑒𝑡𝑡

  en posant 𝑡𝑡 = 2,1𝑥𝑥 

 

Donc lim
𝑥𝑥→+∞

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim
𝑡𝑡→+∞

8𝑒𝑒5

6,3
×
𝑡𝑡
𝑒𝑒𝑡𝑡

= 0  par croissances comparées 

 
Propriété : lim

𝑥𝑥→−∞
𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥 = 0   et  lim

𝑥𝑥→−∞
𝑥𝑥𝑛𝑛𝑒𝑒𝑥𝑥 = 0 pour tout entier naturel 𝑛𝑛. 

 
Preuve : lim

𝑥𝑥→−∞
𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥 = lim

𝑥𝑥→+∞
−𝑥𝑥𝑒𝑒−𝑥𝑥 

 
lim
𝑥𝑥→−∞

𝑥𝑥𝑒𝑒𝑥𝑥 = lim
𝑥𝑥→+∞

−𝑥𝑥
𝑒𝑒𝑥𝑥

= 0 

, lim
𝑥𝑥→−∞

𝑥𝑥𝑛𝑛𝑒𝑒𝑥𝑥 = lim
𝑥𝑥→+∞

(−𝑥𝑥)𝑛𝑛𝑒𝑒−𝑥𝑥 
 

, lim
𝑥𝑥→−∞

𝑥𝑥𝑛𝑛𝑒𝑒𝑥𝑥 = lim
𝑥𝑥→+∞

(−1)𝑛𝑛
𝑥𝑥𝑛𝑛

𝑒𝑒𝑥𝑥
= 0 

 
Ex : Soit 𝑓𝑓 la fonction définie sur ℝ par 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥2 − 𝑒𝑒−𝑥𝑥. Déterminer lim

𝑥𝑥→−∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥). 

 

𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒−𝑥𝑥 �
𝑥𝑥2

𝑒𝑒−𝑥𝑥
− 1� 

 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑒𝑒−𝑥𝑥(𝑥𝑥2𝑒𝑒𝑥𝑥 − 1) 
 
Or, lim

𝑥𝑥→−∞
𝑥𝑥2𝑒𝑒𝑥𝑥 − 1 = −1 par croissances comparées et lim

𝑥𝑥→−∞
𝑒𝑒−𝑥𝑥 = +∞. 

 
Donc lim

𝑥𝑥→−∞
𝑓𝑓(𝑥𝑥) = +∞. 
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Ex : Soit 𝑔𝑔 la fonction définie sur ℝ par 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 7𝑥𝑥𝑒𝑒0,3𝑥𝑥−2. Déterminer lim
𝑥𝑥→−∞

𝑔𝑔(𝑥𝑥). 
 
On a 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 7𝑥𝑥𝑒𝑒0,3𝑥𝑥−2 
 
On a 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 7𝑒𝑒−2𝑥𝑥𝑒𝑒0,3𝑥𝑥 
 

On a𝑔𝑔(𝑥𝑥) =
7
𝑒𝑒2

×
1

0,3
× 0,3𝑥𝑥𝑒𝑒0,3𝑥𝑥 

 

On a𝑔𝑔(𝑥𝑥) =
7

0,3𝑒𝑒2
× 𝑡𝑡𝑒𝑒𝑡𝑡   en posant 𝑡𝑡 = 0,3𝑥𝑥 

 

D'où lim
𝑥𝑥→−∞

𝑔𝑔(𝑥𝑥) = lim
𝑡𝑡→−∞

7
0,3𝑒𝑒2

× 𝑡𝑡𝑒𝑒𝑡𝑡 = 0  par croissances comparées 

 
 

Lors d’un changement de variable, la nouvelle variable ne tend pas nécessairement vers la même 
chose que l’ancienne variable… 

 
 

Ex : Soit ℎ la fonction définie sur ℝ par ℎ(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑒𝑒−3𝑥𝑥. Déterminer lim
𝑥𝑥→+∞

ℎ(𝑥𝑥). 
 

On peut écrire  ℎ(𝑥𝑥) =
1
−3

(−3𝑥𝑥)𝑒𝑒−3𝑥𝑥 =
−1
3
𝑡𝑡𝑒𝑒𝑡𝑡   en posant  𝑡𝑡 = −3𝑥𝑥 

 

D'où lim
𝑥𝑥→+∞

ℎ(𝑥𝑥) = lim
𝑡𝑡→−∞

−1
3
𝑡𝑡𝑒𝑒𝑡𝑡 = 0  par croissances comparées 

 
Remarque : On aurait pu écrire :  
 

ℎ(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥𝑒𝑒−3𝑥𝑥 =
𝑥𝑥
𝑒𝑒3𝑥𝑥

=
1
3

×
3𝑥𝑥
𝑒𝑒3𝑥𝑥

=
1
3

×
𝑡𝑡
𝑒𝑒𝑡𝑡

  en posant  𝑡𝑡 = 3𝑥𝑥 

 
Remarque : on a la même propriété avec racine de 𝑥𝑥 au sens où l’exponentielle l’emporte en termes de 
croissances comparées.  

Autrement dit, on a lim
𝑥𝑥→+∞

𝑒𝑒𝑥𝑥

√𝑥𝑥
= +∞ 

  


