LIMITES

1% partie

I Limite d’une fonction lorsque X tend vers +oo
= On donnera les définitions quand x tend vers +oo : elles sont analogues en —oo.

1° Limite finie
Le graphique ci-contre illustre une fonction f pour

laquelle lim f(x) = #.
o l+e /\
Cela signifie que les valeurs de f(x) sont aussi I___\__{__\__/___ N -

proches que I’on veut de £ des lors que les valeurs de .
x sont trés trés grandes. \ | V

Plus précisément, cela signifie que guelle que soit la

précision souhaitée, on peut toujours trouver une valeur de x a partir de laquelle I’écart entre

f(x) et £ est plus petit que la précision souhaitée.

Plus formellement, lirp f(x) = £ peut se traduire de la maniére suivante :
X—+00

Ve>0,3xy €ER,Vx € Df,x =2 x9 = lf(x)—1l<e

Définition : La droite d’équation y = ¢ est appelée asymptote horizontale.

2° Limite infinie
Le graphique ci-contre illustre une fonction f pour
laquelle lirP f(x) = 4o
X—+0

Cela signifie que les valeurs de f(x) sont aussi 4
grandes que 1’on veut dés lors que les valeurs de x sont
trés tres grandes.

Plus précisément, cela signifie que guel que soit le T

seuil souhaité, on peut toujours trouver une valeur de x a partir de laquelle les valeurs de f(x)

sont plus grandes que ce seuil.

Plus formellement, lim f(x) = 4+oo peut se traduire de la maniere suivante :
X—+00

VA>0,3x0 ER, VX EDr,x 2 x5 = f(x) > A

Remarque : des notations « allégées » existent : lJirmf = { ou limf = +00.
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3° Limites de référence
Les limites suivantes sont considérées comme connues (limites de référence) :

lim x = +o lim x? = +o0 lim x3 = +o0 lim Vx = +o

x—+00 X400 X—+00 X—>+o0

lim x = —o0 lim x? = +o0 lim x3 = —o0

1 1

lim —=0 lim —=0

X—+w X X—>—w0 X
lim x* = +oo sik est pair
X——00

Plus généralement, pour tout entier k > 1, lim x* = +co et i
X—+00 . . . .

lim x* = —oo sik est impair
X——00

I1 Limite d’une fonction lorsque X tend vers un réel a
Soit a un réel quelcongue.
limf(x) = +o0 signifie que les valeurs de f(x) sont aussi grandes que I’on veut dés lors que les
X—a

valeurs de x sont suffisamment proches de a.
Plus formellement, lim f (x) = +oo peut se traduire de la maniére suivante :
X—a

VA>0,36 > 0,Vx EDys |x —al <6 = f(x) > A
On distinguera éventuellement deux cas :
= la limite a gauche : x tend vers a en étant plus petit que a

On note lim f (x) (ou en version allégée : limf)
a

x<a
VA> 0,30 >0,Vx €EDf,0<a—-x<d5 > f(x)>A

= la limite a droite : x tend vers a en étant plus grand que a

On note lim f (x) (ou en version allégée : lcillpf)

x>a

VA>0,36 >0,VxED;,0<x—a<é=> f(x) >A

Graphiquement, cela se traduit par les situations suivantes :

\

-\

/a

.

limf () = —o0 limf () = +o0 limf (o) = —o0 limf () = +o0

x<a x<a x>a x>a

21



La droite d’équation x = a est appelée asymptote verticale a C, au voisinage de a (on peut préeciser

« Vers 400 » 0U « Vers —oo »)

Résumons ces histoires d’asymptotes horizontales et verticales :
On a une asymptote horizontale lorsque x - +co et f(x) — a. Son équationest y = a.

On a une asymptote verticale lorsque x - a et f(x) — +oo. Son équation est x = a.

111 Calculer des limites
1° Opérations sur les limites
Les résultats vus pour les limites de suites se retrouvent avec les limites de fonctions, qu’il s’agisse de
limite en 40, en —co ou en a.

Limite d'une somme :

lim £(x) £ ¢ +00 —0 +00

lim g(x) 2 +00 +00 —0 —0
lim f(x) +g(X) £+ 4o +00o —00 Fl
om

Limite d'un produit :

lim £ (x) ¢ £ +0 +o0 0
lim g(x) 2 +00 +oo 40
lim f() x g(x) | £X 7 oo too Hl
Ptk
Limite d'un quotient :
Im f(x) | ¢ ¢ |£#0| oo | oo | £0 | foo

limg(x) |£'#0| 40 | 0 |£'#0| 0 | +0 | foo

im 251 £ 0 too | too | too | FI FI
x=>mg(x) |

Pour indiquer qu’une limite vaut zéro et que ce zéro est positif ou négatif, on utilisera la notation :
lim f(x)=0" ou lim f(x)=0"
X X>--

Ex:lim2x—8=0" lim12 —3x =0" lim 4x +8=0"
x—4 x—4 xX—>—2
x<4 x<4 x<-2
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Ex 1 : Déterminer la limite en 5 de la fonction h définie par h(x) =
e A
Brouillon : Limite du type T, 0 ou 072
Onalirré4—3x:4—3><5: -11
X—

De plus, }}E},x —5=0"donc }Ciir% f(x) = o0 par quotient.
x<5 x<5
Etlimx — 5= 0" donc lim f (x) = —co par quotient.

x>5 x>5

4% On observe une asymptote verticale d’équation x = 5.

, , , 2x% — 12
Ex 2 : Soit f la fonction définie par f(x) = P B—

— _¢ Powr tout x € R\{—2; 3}

Déterminer les limites de f en —2 et en 3.

~4
Brouillon : En — 2 on aune limite du type 77 0" ou072

Ona lim 2x2 —12 =2 x (=2)2 — 12 = —4

xX——2

On pourrait vérifier que —2 et 3 sont les racines du trinbme au dénominateur.

X —o0 -2 3 4o

D’ou lim x?—x—6=0"%etdonc xll@zf(x) = —oo par quotient.

x<-2 x<-2

De méme, lim, x*—x—6=0 etdonc Jim_f(x) = +oo par quotient.

x>-2 x>—2

%7 On observe une asymptote verticale d’équation x = —2

6
Brouillon : En 3 on a une limite du type s 0*ou0=?

Onalir22x2—12:2><32—12=6
x—

De plus, lim x?—x—6=0" donc lim £ (x) = +o0 par quotient.

x<3 x<3

De méme, lim x?—x—6=0"%etdonc lim f (x) = —co par quotient.

x>3 x>3

4% On observe une asymptote verticale d’équation x = 3
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On pourrait montrer que lirP f(x) = lim f(x) = 2 en factorisant par le plus fort.
X—+0o0 X—>—0o0

%7 On observe une asymptote horizontale d’équation y = 2 en —oo et en +oo.

Graphiguement, on peut conjecturer de 1’allure de la courbe représentative de la fonction f :
1. Allure au niveau
des asymptotes :

2. Valeurs particulieres
pour affiner le tracé : \

f(=3)=1 \ AN

£(0) =2 LN \
f2)=1
f(4) =33

Lever les indéterminées

Pour les limites lorsque x tend vers oo, la factorisation par « le plus fort » donne généralement de
bons résultats mais nous allons énoncer certains résultats permettant de gagner du temps dans certains
cas particuliers.

Fonctions polyndmes : fonctions de la forme P(x) = a,,x™ + a,_;x™ ' + -+ a;x' + a, avec a,, #

0 et n € N. On dit que cette fonction polynéme est de degré n.
Un polyndme de degré 2 est une fonction trindme, une fonction polynéme de degré 1 est une fonction

affine et une fonction polyndme de degré 0 est une fonction constante.

Propriété : Lorsque x tend vers +oo, une fonction polyndme a la méme limite que son mondme de plus

haut degré.

Preuve : Soit P une fonction polyndme définie par P(x) = a,x™ + a,_1x" 1 + -+ a;x* + a, avec
a, #0etn > 1.

x1 x! 1
Ona P(x) =x" <an+an1 s + - +a1x +a0x”>
1 1 1
=x" <an+an1 + - +a1x +a0x“)
1 1
Donc xl—lgloca” +a,_ 13 -+t a porm T tao—; i = ay
Et par produit, hm P(x) = a, hm x = hrp a,x"
x—-+ X—+o0

Ex : Déterminer les limites en +oo et —oo de la fonction f définie par f(x) = —5x3 + 4x? + x — 2

lim f(x) = lim —5x%=—c0 et lim f(x) = hm —5x3 = +o0
X—+0 X—+0 X——®©
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Fonctions rationnelles : il s’agit des fonctions se présentant sous la forme d’un quotient de fonctions

polynémes.
Propriété : Lorsque x tend vers t+oo, une fonction rationnelle a la méme limite que le quotient de ses

mondmes de plus haut degré.

4x?> —5x — 9
3—2x—8x%2+ 7x3

Ex 1 : Déterminer la limite en + oo de la fonction f définie par f(x) =

I =i 2 i A
dm fe) = lim 7 = im 7y =
. . . . e 2 — 5x — 6x?
EX 2 : Déterminer la limite en — oo de la fonction g définie par g(x) = B —
: _o—6x?
lim g(x) = lim = lim —2x =+
X——0 X——o© X——©
N . . . —3x2—-5x+2
Ex 3 : Déterminer la limite en — 2 de la fonction h définie par h(x) = s
\\ // 0 § . 4
—  Brouillon : On a une FI du type G = pour ce type de FI, il faut simplifier la
- ~
fonction rationnelle et donc commencer par factoriser (pas par le plus fort)

A=(-5?%—-4x(-3)%x2

= 25+ 24
=49
Onad _ 5-7 o 547
n a donc xl_Zx(—3) e x2_2><(—3)
-2 1 12 ,
T —6 3 -6

1
D’ou —3x2—5x+2=—3(x—§)(x+2)
=(-3x+1(x+2)

—3x+1)(x+2
( ) )=—3x+1
X+ 2

On aalors h(x) =

Donc, limzh(x) =-3x(-2)+1=7
x——

= Dans cet exemple, —2 est finalement une « fausse valeur

interdite » : il n’y a pas d’asymptote verticale.

La représentation graphique a un « trou » au niveau de x = —2. P
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Racines carrees : Une technique classique consiste a utiliser « I’expression conjuguee ».

Ex : Déterminer les limites en +o0 et en —co de la fonction f définie par f(x) = 3x — V9x?%2 — 1

(3x —9x2 — )(Bx +vV9x2 — )
3x +V9x2 —
_9x? = (9x%* - 1)
3x +vV9x2 —1

1
C 3x +v9x2 — 1

Or, lim v9x2 —1 = +4owdonc lim 3x +Vv9x2 —1 =+

xX—+00 X+—o0

flx) =

— expression conjuguée

Donc lim f(x) =0

xX—>+00

Pour la limite en —oo :

lim 3x = —oo ™ }

X——00

3° Cas des fonctions composées
Certaines fonctions ne peuvent étre écrites comme somme, produit ou quotient de fonctions usuelles :
il s’agit de fonctions composées (enchainement de deux fonctions)

Par exemple, f(x) =+V5x +3 est I’enchainement de la fonction affine u(x) =5x+ 3 et de la
fonction racine carrée v(x) = Vx.

En effet, f(x) = Ju(x) = v(u(x))

Onnote f(x) = vou(x).Celaselit«vrondudex »

vVou+uov

\ Dans I’exemple précédent, u o v(x) = u(v(x))
= 5v(x) + 3

= 5vVx +3

Propriété : soient a, b et ¢ des réels ou too.

Silimu(x) =b et 11m v(x) = ¢ alors llm vou(x) =c.

xX—a
. / 1
Ex: Calculer lalimite de f(x) = |9 + 7 lorsque x tend vers + oo
1 1
Ona lim 9+——9 et llm\/_—3donc lim [9+—==3

X—>+00 X—+00 xZ
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