PRODUIT SCALAIRE

2°m partie

I Produit scalaire et orthogonalité

1° Vecteurs orthogonaux

Définition : Soient % et ¥ deux vecteurs tels que i = AB et ¥ = CD

—

U et U sont dits orthogonaux si les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires.

Remarque : par convention, le vecteur nul est considéré comme orthogonal a tout autre vecteur.

Propriété : U et ¥ sont orthogonaux si et seulement si 1. v = 0

Preuve : Si l'un des vecteurs est nul, ¢’est immeédiat.

Etsinon,u.v =0 & |ul| x

& cos(u;

= = n — - T
S (u;v)zE ou (U;U)ZT

|17]| X cos(u; ¥) =0

) =0

& U et U sont orthogonaux

Conséquence : (AB) L (CD) & AB.CD =0

2° Projection orthogonale

Définition : Soit (d) une droite et M un point du plan.

Le projeté orthogonal de M sur (d) est le point

d’intersection H de (d) avec

passant par M.

Propriété : Soient AB et CD deux vecteurs non nuls.
On note C’ et D’ les projetés orthogonaux de C et D sur
la droite (AB), et A’ et B’ ceux de A et B sur la droite

(CD).

AB.CD = AB.C'D’
On a alors
AB.CD = A'B'.CD

la perpendiculaire a (d)

(d)

Preuve:ﬁ.fﬁzﬁ.(ﬁ+c’D’+ﬁ)

—AB.CC'+AB.C'D' + AB.D'D

—0+AB.C'D' +0

=AB.C'D’
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= Par abus de langage, c’est donc comme si ’on remplacgait I'un des deux vecteurs par son

projeté orthogonal sur I’autre vecteur.

Cas particulier :

AB.AD = AH.AD

Intérét : le nouveau produit scalaire concerne deux vecteurs colinéaires ! D’ou :
Siu et ¥ sont colinéaires et de méme sens, U .V = ||u|| x ||7V]|

Si i et ¥ sont colinéaires et de sens opposés, U .U = —||u|| x |[vV]|

Preuve : Si U et ¥ sont colinéaires et de méme sens, cos (U, V) = cos (0) = 1

Si U et ¥ sont colinéaires et de sens opposés, cos(d , V) = cos (1) = —1
Ex : Soit ABCD un carré de coté a. A B
AB.AC = AB.AB par projection AB.CD = AB.BA par projection

= AB? = qg? = —AB? = —q? D c

3° Cas du produit scalaire MA. MB
Propriété : Soient A et B deux points distincts.

L’ensemble des points M vérifiant MA. MB = 0 est le cercle de diamétre [AB].

Autrement dit, AMB est rectangle en M <& M appartient au cercle de diamétre [AB].

Preuve : Soit O le milieu de [AB].

MAMB=0 & (MO+0A). (MO+0B)=0

c P>

o (MO +0R). (MO — 0A) = 0
& MO0?2-0A%2=0

& MO? = 0A?

< MO =0A

HZZ»>R2Q0R~

M appartient donc au cercle de centre O et de rayon OA, c-a-d. le cercle de diametre [AB].
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II Produit scalaire dans un repére orthonormé
Le plan est muni d'un repére orthonormé (0 ;7; 7).

1.7 = 0 (repére « ortho »)
Cela signifie que
IIZIl = lIjIl = 1 (repére « normé »)

Propriété : dans un repére orthonormé, si U (;) et v (;:) alorsu.v=x.x"+y.y
Preuve : U.V = (x1 + y)). (xT+ y'))
=xx'TT+xy'T.7+yx' 7T+ yy'].J
=xx' +yy'
= On retrouve la formule connue : si U (;) alors ||u]| = \/m

Ex : Soient A(—=2; —1),B(1; 1),C(3; —4) etD(-1; 2).
Les droites (AB) et (CD) sont-elles perpendiculaires ?

1 - - —_—
AB( ( )> c’est-a-dire AB (;) et CD(

1— (=1) ) ¢’est-a-dire CD (_64)

~1-
2—(—4)
AB.CD=3x(—4)+2x6
=12+ 12
=0

Donc (AB) L (CD).

Ex : Soient J(2; —5), K(=3; 4) et L(3; 2). Déterminer (JK,JL.) au dixiéme de degré prés.

—( —3 = . . 4. T=2(—5 T 3- s T |
JK <4 (- 5)) c’est-a-dire ]K( 9 ) et | (2 —(- 5)) ¢’est-a-dire L (7)
JRJL=-5%X14+9x7 JKJL = JK X JL x cos(JK, L)

=-5+63 :\/(—5)2+92x\/12+72><cos(]T(,]_[:)

=58 =V106X@Xcos(m,ﬁ)
D’ot1 58 = V106 x V34 x cos(JK.JL)

58 -
NN = cos(JK.JL)
— — 58
K,JL) = 1 ————=) = 37,2°
U JL) = cos <mxm>

Remarque : on pouvait le faire avec Al-Kashi
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