PROBABILITES CONDITIONNELLES

| Rappels

Une expérience aléatoire est une expérience dont on ne connait pas le résultat a ’avance de manicre
certaine.

On appelle issues les différents résultats possibles d’une expérience aléatoire.

L’ensemble de toutes les issues est appelé univers : on le note ().

Un événement est une condition qui méne a une ou plusieurs issues. On dit qu’un événement est realise
si le résultat de 1I’expérience aléatoire est I’une des issues possibles pour cet événement.

L’événement contraire de 1I’événement A est noté A.

) ) . . nombre d'issues favorables
Lorsqu'il y a équiprobabilité, la probabilité de A est p(A) =

nombre total d'issues

Lors d’une expérience aléatoire, la somme des probabilités de toutes les issues vaut 1.

Donner la loi de probabilité d’une expérience aléatoire, ¢’est donner les probabilités de toutes les issues

de I"univers. On la présente généeralement sous la forme d’un tableau.

Ex : On lance un dé truqué dont la face « 6 » a 35% de chances d’apparaitre. La face « 1 » n’a que 5%
de chances d’apparaitre, et les autres faces sont équiprobables.

1° Déterminer la loi de probabilité de cette expérience aléatoire.

2° On note A I’événement « Obtenir un résultat pair ». Calculer p(A).

1° Notons x la probabilité des quatre autres faces. On adonc 0,35 + 0,05 + 4x = 1.

0,60
4x =1-0,35—-0,05= 0,60 etdonc x = 7 0,15

D’ou la loi de probabilité :

Faces 1 2 3 4 5 6

1 0,05 0,15 0,15 0,15 0,15 0,35

2° p(A) = 0,15 + 0,15 + 0,35

= 0,65

Propriété : Quels que soient les événements A et B, p(AUB) = p(A) + p(B) — p(A N B)

& Intersection : issues dans A et B simultanément, noté A N B @
& Union :issues dans A ou B, noté AU B -

y

\ Les éléments de A N B sont aussi dans AU B
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Il Probabilités conditionnelles

Ex : Dans un lycée de 1 000 éléveson a: Fille Gargon Total
Demi-pensionnaire | 385 270 655

Externe 165 180 345

Total 550 450 1000

On considére les événements suivants : F « L’éleve est une fille » et E « L’éléve est un externe »
On sélectionne un éléve au hasard.

5
La probabilité que ce soit une fille est p(F) = 1000 0,55
1
La probabilité que ce soit une fille externe est p(FNE) = 1000 = 0,165

Supposons maintenant que 1’on ne choisisse plus un éléve totalement au hasard, mais que 1’on choisisse
un éleve parmi les filles.

165

La probablhté que cette fille soit externe est alors ﬁ = 0,3 (on regarde uniquement la colonne « Fille »...)

On dit que c’est la probabilité pour un €léve d’étre externe sachant que c’est une fille, ¢’est-a-dire la
probabilité de E sachant F. On la note py(E)

165

De la mé i¢ F)=7¢
e la méme maniére, pg(F) 345

(on regarde uniquement la ligne « Externe »...)

165
p(FNE) Tppp 165 1000

= = X
p(F) 550 ~ 1000 550
1000

_ 165
"~ 550

= pr(E)

On constate que

Définition : Soient A et B deux éveénements tels que p(A) # 0.
p(ANB)

On appelle probabilité conditionnelle de B sachant A le nombre p,(B) = o A)
Ex: Un jeu de 52 cartes contient des cartes, 13 de chaque couleur o ’&' dont les valeurs sont
2,3,4,5,6,7,8,9,10,V,D,R et As. On tire une carte au hasard.

1. Quelle est la probabilité de tirer un valet sachant qu’on a tiré un tréfle ?

2. Quelle est la probabilité de tirer un trefle sachant qu’on a tiré un valet ?

p(TNV) p(VNT)
V) = T) =
pr(V) T py(T) N
1 1
_52_1 52 _52_1 52
13 7 52713 T4 T527 %
52 52
1 1
13 4

Parmi les 13 Tréfles, on a 1 chance d’obtenir le valet Parmi les 4 Valets, on a I chance d’obtenir celui de Trefle
10



Remarque : « p, » est également une probabilité, tout comme le « p » classique.

Ainsi, on a toujours 0 < ps(B) <1 et pa(B) =1—pa(B)

« Ainter B » correspond aux issues de () possédant les caractéristiques de A et de B

« A sachant B » correspond aux issues de B possédant les caractéristiques de A.

L’univers de référence n’est donc pas le méme.

= Toujours se poser la question « Sait-on quelque chose ? » avant de calculer...
On choisit une fille. Déterminer la probabilité que ce soit une externe. = pgp(E)
Déterminer la probabilité que ce soit une fille externe. = »(FNE)

Parmi les externes, déterminer la probabilité que ce soit une fille. = pz(F)

Propriété : p(AN B) = p(A) X po(B)
p(ANB) = pg(A) X p(B)

ps(A) X p(B)

D'ou ps(B) = p(A)

par exemple

La formule p(AN B) = p(A) x p(B) est fausse !

\ 1l faut conditionner I’une des deux probabilités pour qu’elle soit vraie.

EX : Le directeur d’une grande entreprise a proposé a I’ensemble de ses salariés un stage de formation a
I’utilisation d’un nouveau logiciel. Ce stage a été suivi par 25 % des salariés.
Dans cette entreprise, 52 % des salariés sont des femmes, parmi lesquelles 40 % ont suivi le stage.
On interroge au hasard un salarié de ’entreprise et on considére les éveénements :
F : « Le salarié interrogé est une femme »,
S : « Le salarié interrogé a suivi le stage ».
On sait que la personne interrogée a suivi le stage. Quelle est la probabilité que ce soit une femme ?

D’apres I’énoncé : p(S) = 0,25 p(F) =0,52 pr(S) = 0,40

p(FNS)
p(S)

_ p(F) xpg(S)
p(S)

0,52 x0,40
0,25

ps(F) =

= 0,832
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111 Arbres Dondérés (du latin ponderare « peser », de pondus « poids »)
En probabilités, un outil pratique pour modéliser la situation est I’arbre de probabilités :

- chaque branche représente une issue, laquelle est indiquée au bout de la branche.
- on pondere chaque branche avec sa probabilité (o le nom d’arbre « pondéré »)

On appelle chemin la succession de plusieurs branches a partir du début de ’arbre.

pa(B) B <= chemin correspondanta A N B
A
p(A) -
pa(B) B « chemin correspondanta A n B
- B < chemin correspondanta A N B
ra(B
p(A) A

= B < chemin correspondanta A N B
px(B) B P

EX 1 : Un test de dépistage d’une maladie grave est testé sur un échantillon d’animaux dont on sait que
2% sont porteurs de cette maladie.

On observe alors que, si un animal est porteur de la maladie, le test est positif dans 99% des cas ; et si
un animal est sain, le test est négatif dans 97% des cas. L’objectif est d’éliminer tous les animaux testés
positifs.

On consideére les événements M « Etre porteur de la maladie » et T « Avoir un test positif ».

Dans cet exercice, les résultats seront arrondis a 10~* prés si besoin.

1. Réaliser un arbre de probabilités correspondant a cette situation.
D’aprés 1’énoncé, p(M) = 0,02 pm(T) = 0,99 pw(T) = 0,97

= Ces valeurs indiquent qu’il est plus pratique de commencer I’arbre par M et M plutot que par
TetT. ?
> T <
En effet : < M
- M

Régle n°1 : La somme des probabilités des branches issues d’un méme nceud est égale a 1

D’ou les valeurs en rouge sur 1’arbre.

0,99

0,01
T

0,0

12 0,97

T

=3l

=3l



Reégle n°2 : La probabilit¢ d’un chemin est égale au produit des probabilités des branches qui le
composent. (cela permet de retrouver la formule p(A N B) = p(A) X p4(B))
2. Quelle est la probabilité qu’un animal soit sain mais testé positif ?
p(MnT) = p(M) x p(T)
= 0,98 x 0,03

= 0,0294

Reégle n°3: La probabilité d’un événement faisant intervenir plusieurs chemins est la somme des
probabilités de chacun de ces chemins.

Cette régle est connue sous le nom de formule des probabilités totales.

3. Quelle est la probabilité qu’un animal soit testé positif ?
p(T)=p(MNT)+p(MNT)

= p(M) X pu(T) + p(M) x p(T)
= 0,02 x 0,99 + 0,98 x 0,03
= 0,0492
4. a. Juste comme ¢a, vite fait, ce test semble-t-il fiable ? Oui !

b. Un animal testé s’avére positif : quelle est la probabilité que 1I’animal soit sain ?

p(ﬁn T)

Pr (M) = p(T)

0,98 x0,03
00,0492

~ (0,5976

c. Pour endiguer I’épidémie, on décide d’abattre tous les animaux testés positifs. Analyser le résultat
précédent.

Si I’on décide d’abattre tous les animaux positifs, on a donc 59,76 % de chances d’abattre un animal
sain ! Ce test n’est donc pas fiable.

Ce chiffre est la conséquence de la faible proportion d’animaux malades (seulement 2%)
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Ex 2 : Thomas a une playlist composée de musique Classique (30%), de Variété (45%) et de Jazz.

4
Il a liké 65% des morceaux, 3 des morceaux de Classique et 5 des morceaux de Variété.

On désigne par C,V et ] les événements indiquant que le morceau écouté est un morceau de musique
classique, de variéte ou de jazz. Et on désigne par L 1’événement « Thomas a liké le morceau ».
Si I’on considére un morceau de Jazz, quelle est la probabilité qu’il ait été liké ?

Une des premiéres choses a faire est de traduire les valeurs de 1’énoncé en probabilités :

30 45 65 5 4
p(C) = 100 p(V) = 100 p(L) = 100 pc(L) = A py(L) = 5

On peut ensuite tout synthétiser sous la forme d’un arbre de probabilités :

5 L
6
C 1
0,30 -
4
9
0,45
v >
0,25
J
L

5 4
p(L) = 0,30 X =+ 0,45 X 5 +0,25 x py(L)

13
55 = 025+0,2+0,25 xpy(L)

0,65 — 0,25 — 0,2 = 0,25 X p;(L)

0,2

_0’25 =D (L)

D’ou p;(L) = 0,8

IV _Indépendance
Définition : deux événements A et B tels que p(A) #= 0 et p(B) # 0 sont dits indépendants lorsque

p(ANB) =p(A) X p(B)

Remarques : 1. Cela revient a dire que pa(B) = p(B) ou pg(A) = p(A). Autrement dit, la probabilité
de réaliser I'un des deux événements n’est pas influencée par la réalisation de I’autre.

2. Ne pas confondre evénements indépendants et événements incompatibles. Deux

événements sont incompatibles lorsque AN B = @
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Ex : On tire au hasard une carte dans un jeu de 52 cartes.
On considére I'événement T : « La carte est un tréfle » et I'événement V : « La carte est un valet ». Ces
événements sont-ils indépendants ?

T—13tV—4d T) X V—13>< =
p(T) == et p(V) = = donep(T) X p(V) = & X = = =

L’événement T N V correspond a « La carte tirée est le valet de trefle. »

1
Onadoncp(TNV) = T les événements T et V sont donc indépendants

Remarques : 1. Ajoutons deux jokers dans le paquet :

L 52 N 54
p PV =524752 72016 &P =54 2916

Les événements T et V ne sont plus indépendants !
= La notion d’indépendance n’est donc pas trés intuitive / naturelle

2. pr(V) = p(V) revient a dire que les événements « Tirer un valet parmi les tréfles » et
« Tirer un valet parmi toutes les cartes » ont la méme probabilité.

Définition : On dit que des expériences sont identiques et indépendantes si elles possédent les mémes
issues et que chacune de leurs issues ont la méme probabiliteé.

C’est par exemple le cas lorsqu’on tire des boules dans une urne avec remise. C’est également le cas lors
de lancers succssifs d’un dé, d’une piece de monnaie...

Ex : Une urne contient 6 boules blanches et 4 boules noires. On tire successivement avec remise trois
boules de cette urne. Quelle est la probabilité d’obtenir successivement une noire puis deux blanches ?

p(NNBNB) =p(N) xp(B) xp(B)

4 6 6 144

= — X X — =
10 10 10 1000

La question devient plus compliquée si I’on veut la probabilité d’obtenir une seule boule noire. Cela peut en effet étre N N
BnB,oubienBNNNBouencore BNBNN.

Propriété : Si A et B sont indépendants, alors A et B sont indépendants.
= De méme, A et B sont indépendants

Preuve : p(A N B) = ps(A) x p(B)
= (1 -pa(A)) x p(B)
= (1—p(A)) x p(B) car A et B sont indépendants.
= p(A) x p(B)

Donc A et B sont indépendants.
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