DERIVATION

1°° partie

I Nombre dérivé
Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle I et soient a et b deux éléments de cet intervalle.

L’accroissement moyen (ou le taux de variation) de f
entre a et b est défini par :

fb) —f(a)
b—a

11 correspond & la pente de (AB) avec A(a; f(a))

et B(b; (b))

Remarque : I’accroissement entre a et b est le méme que 1’accroissement entre b et a...

Ex : Déterminer ’accroissement moyen de la fonction f(x) = x? entre 3 et 5.

f5)-f(3) 5°-37
5-3 2

= Cet accroissement prend tout son sens lorsque les valeurs de a et b sont proches 1’une de I’autre.

Posons alors b = a + h avec h « tres petit », ¢’est-a-dire proche de 0 mais non nul.

fla+h)

f(a)

/ a a+h
fla+h)—f(a) fla+h)—f(a)
(a+h)—a h

L’accroissement moyen s’écrit alors

Et plus la valeur de h tend vers 0 (c’est-a-dire « plus h s’approche de 0 »), plus a et b sont proches ['un

de 1’autre.



Notation : Pour indiquer dans un calcul que I’on fait « tendre h vers 0 », on utilise la notation « ;Lirré »

qui se lit « limite quand h tend vers 0 ».

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle I et soit a un élément de /.

... fla+h)—f(a)
Si lim
h—0 h

existe et est un nombre fini, on dit que f est dérivable en a.

La valeur obtenue est alors appelée nombre dérive de f en a et notée f'(a).

Ex : La fonction définie par f(x) = 3x? + 6 est-elle dérivable en 2 ?

: f2+h)—f(2) 32+h)P*+6—-3x2%2+6)
On forme ’accroissement moyen : =

h h
_3(4+4h+h*)+6-3x4-6
B h
_ 12+ 12h +3h* — 12
B h
_ 12h + 3h®
B h
=12+ 3h

On fait alors maintenant tendre h vers O :

= La valeur h = 0 n’étant maintenant plus interdite, cela revient a remplacer h par 0.

y f@+h-fQ2) _
1m =

h—0 h

lim12 + 3h =12
h—0

On en déduit donc que f est dérivable en 2 et que f'(2) = 12.

II Tangente a une courbe
Définition : on appelle tangente a une courbe C en un point M € C la droite passant par M et qui est la

plus proche possible de C aux alentours de M.
Autrement dit, la tangente en M frole la

courbe C aux alentours du point M.

Ex : tracer les tangentes a la courbe aux différents
points indiqués.

Remarque : a proximité de M, la tangente ne

coupe C qu’une seule fois, en M...
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HEEEPRIQORT

Soient A(a; f(a)) et B(a+ h; f(a+ h)) deux points de C.

Lorsque h tend vers 0, le point B se rapproche du point A autant que 1’on veut :

fla+h) fla+h) fla+h)

fla) fla) fla)

On observe alors, lorsque h tend vers 0, la droite (AB) finit par devenir tangente a C en A.

fla+h) —f(a)
h

Or, le coefficient directeur de (AB) est . le coefficient directeur de la tangente a C

h) —
fatD 1@ _

en a est donc égal a lim
h—-0

A retenir : f'(a) est le coefficient directeur de la tangente a C au point d’abscisse a.

Propriété : Soit f une fonction dérivable en a et C la courbe représentative de f.

L’équation de la tangente T, au point d’abscisse a est y = f'(a)(x — a) + f(a)

Démonstration : L.’équation de T, est de la forme y = mx + p.
Or, son coefficient directeur est f'(a) :onadonc y = f'(a) X x +p
De plus, cette droite passe par A(a; f(a)) donc :
f@=fla)xa+p
f@-f@xa=p
Dot y=f(a) Xx+ f(a) — f'(a) Xa

=f@x—-a)+f(a)

Cas particulier : lorsque f'(a) = 0, la tangente a la courbe au point d’abscisse a est horizontale

Ex 1 : Déterminer I’équation de la tangente a f(x) = 3x2 + 6 VARRRY
au point d’abscisse 2. A

y=f'2)x—-2)+f(2) //

/
Or, nous avons vu a la page précédente que f'(2) = 12
N
N 4
y=12(x—2)+3x22+6 \ /

=12x—-24+12+6

=12x—6 /
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Ex 2 : Déterminer I’équation de la tangente & f(x) = Fau point d’abscisse 3.

y=f'3)x—-3)+f(3)
Reste notamment a déterminer f'(3) :

1 1
fB+h)—fB) 3Fr "3
h B h

3 3+h
~_3B+h) 33+h)
N h

3—-(3+h)
33+h) 3—-B+h)

h ~ 3(3+h)

_3-3-h
“3h(3+h)

Doncf’(3)=%i£r(1) ST3n- 9

\ -1 1
Doﬁy=?(x—3)+§

_-1 3.1
Y= *ToT3

12
Y= *T3

1

“h

Lecture graphique : on peut déterminer la valeur d’un nombre dérivé par lecture graphique (avec bien

évidemment des soucis de précision...)

Sur le graphique ci-dessous, les tangentes aux points d’abscisses —2,17 ; 2 ; 5 ont été tracées.
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On peut aller plus loin et déterminer les équations des tangentes...

Compléter :
f'(=217) =0
f@2)=-1
f'(6) =2



