.Bac Blanc, Lycée Arago, Samedi 9 mars 2024
SPECIALITE MATHEMATIQUES

Les exercices pourront étre traités dans [’ordre de votre choix.
La calculatrice est autorisée car sinon, certains seraient vraiment mal barrés...
La présentation et la rédaction pourront étre sanctionnées jusqu’a 1 point.

*** Indigue en haut de ta copie le nom de ton prof de maths ***
M Levy — M Grandin — M Domercq (lundi) — M Domercq (vendredi)

EXERCICE 1 (5 points)
Partie 1 \
On donne ci-contre, dans le plan rapporté a un
repere orthonorme, la courbe représentant la
fonction dérivée f’ d’une fonction f dérivable \
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sur R.
A T’aide de cette courbe, conjecturer, en \

Mo

justifiant les réponses :
1. Le sens de variation de la fonction f sur R.
2. La convexité de la fonction f sur R.
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Courbe représentant la dérivée f' de la fonction f.

Partie 2

La fonction f mentionnée dans la Partie 1 est définie sur R par f(x) = (x + 2)e™*.
On note C la courbe représentative de f dans un repére orthonormé (O; 7,7).

On admet que la fonction f est deux fois dérivable sur R, et on note f’ et f"’ les fonctions
dérivees premiere et seconde de f respectivement.

X
1. a. Montrer que, pour tout nombre réel x, f(x) = — + 2™
e

b. En déduire la limite de f en +oo.
c. Justifier que la courbe C admet une asymptote que 1’on précisera.
On admet que lim f(x) = —
X—>—00

2.a. Montrer que, pour tout nombre réel x, f'(x) = (—x — 1)e ™.
b. Etudier les variations sur R de la fonction f et dresser son tableau de variations.
c. Montrer que I’équation f(x) = 2 admet une unique solution a a sur I’intervalle
[-2; —1] dont on donnera une valeur approchée a 10~ prés.
3.a.Déterminer, pour tout nombre réel x, ’expression de f''(x) et étudier la convexité
de la fonction f.
b. Que représente pour la courbe € son point A d’abscisse 0 ?



EXERCICE 2 (6 points)
Les résultats des probabilités demandées seront, si nécessaire, arrondis au millieme.
La leucose féline est une maladie touchant les chats; elle est provoquée par un virus.
Dans un grand centre vétérinaire, on estime a 40% la proportion de chats porteurs de la
maladie. On réalise un test de dépistage de la maladie parmi les chats présents dans ce
centre vétérinaire.
Ce test possede les caractéristiques suivantes :

e Lorsque le chat est porteur de la maladie, son test est positif dans 90% des cas.

e Lorsque le chat n’est pas porteur de la maladie, son test est négatif dans 85% des

cas.

On choisit un chat au hasard dans le centre vétérinaire et on considére les évenements

suivants : e M : « Le chat est porteur de la maladie »;
o T : «Le testdu chat est positif »;

e M et T désignent les événements contraires des événements M et T.
1.a. Traduire la situation par un arbre pondére.
b. Calculer la probabilité que le chat soit porteur de la maladie et que son test soit
positif.
c. Montrer que la probabilité que le test du chat soit positif est égale a 0,45.
d. On choisit un chat parmi ceux dont le test est positif. Calculer la probabilité qu’il
soit porteur de la maladie.
2. On choisit dans le centre vétérinaire un échantillon de 20 chats au hasard. On admet
que 1’on peut assimiler ce choix a un tirage avec remise.
On note X la variable aléatoire donnant le nombre de chats présentant un test positif
dans 1’échantillon choisi.
a. Déterminer, en justifiant, la loi suivie par la variable aléatoire X.
b. Calculer la probabilité¢ qu’il y ait dans I’¢échantillon exactement 5 chats présentant
un test positif.
c. Calculer la probabilité qu’il y ait dans 1’échantillon au plus 8 chats présentant un
test positif.
d. Déterminer I’espérance de la variable aléatoire X et interpréter le résultat dans le
contexte de I’exercice.
3. Dans cette question, on choisit un échantillon de n chats dans le centre, qu’on assimile
encore a un tirage avec remise. On note p,, la probabilité qu’il y ait au moins un chat
présentant un test positif dans cet échantillon.

a. Montrer que p,, = 1 — 0,55, def seuil() :
b. Décrire le r6le du programme ci-contre écrit en n=0
langage Python, dans lequel la variable n est un P=0
entier naturel et la variable P un nombre réel. while P < 0,99 :
Rappel : 0,55xxn signifie 0,55™ en Python n=n+1
c. Déterminer, en précisant la méthode employée, P =1-0,55%*n
la valeur renvoyée par ce programme. return n




EXERCICE 3 (5 points)
On considere les suites (u,) et (v,,) définies par u, = 16 ; v, = 5 et et pour tout entier
naturel n :

3u, + 2v,
Un+1 = 5

U, +v,
Un+1 = 5

1. Calculer u, et v,.
2. On considére la suite (w,,) définie pour tout entier naturel n par : w,, = u, — v,.

a. Demontrer que la suite (w,,) est géométrique de raison 0,1.

En déduire, pour tout entier naturel n, I’expression de w,, en fonction de n.
b. Préciser le signe de la suite (w;,,) et la limite de cette suite.
3. a. Démontrer que, pour tout entier naturel n,ona: u,,,; — u, = —0,4w,.

b. En déduire que la suite (u,,) est décroissante.

On peut démontrer de la méme maniere que la suite (v,,) est croissante. On admet ce

résultat, et on remarque qu’on a alors : pour tout entier naturel n, v, = v, c¢’est-a-dire

vy = 5.

c. Demontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, ona: u, = 5.

En déduire que la suite (u,,) est convergente. On appelle € la limite de (u,,).
On peut démontrer de la méme maniere que la suite (v,,) est convergente. On admet
ce résultat, et on appelle ¢’ la limite de ().

4. a.Démontrer que £ = ¢’

b. On considere la suite (c,,) définie pour tout entier naturel n par : c,, = 5u, + 4v,,.
Démontrer que la suite (c,,) est constante, ¢’est-a-dire que pour tout entier naturel
n,0Na: cpy1 = Cn.

En déduire que, pour tout entier naturel n , ¢,, = 100.

c. Déterminer la valeur commune des limites ¢ et ¢'.



EXERCICE 4 (5 points)

Dans cet exercice, les questions sont indépendantes.

Pour chaque question, une seule des quatre propositions a), b) ¢) ou d) est exacte. On
demande d'indiquer laquelle, sans justification.

Pour chaque question, une réponse exacte rapporte 1 point ; une réponse inexacte
enleve 0,25 points ; ['absence de réponse ne rapporte ni n’enléve de points.

Si le total est négatif, la note est ramenée a zéro.

L'espace est rapporté a un repere orthonormal (0; 1,7, I_E).

xX=2—-t
1. Soit d la droite de représentation paramétrigue {y =3t ,teR
z=-3
On considere les points A(2;3.-3),B(2;0;-3)etC(0;6;0).0Ona:
a) d = (AB) b) d =(BC)
c) d = (AC) d) ni a), ni b), ni c)
x=2+t
2. Les droites de représentations paramétriques respectives d {y =1—-t,teR et
z=1+t

x =—k
d’ {y = —2 — 1,5k, k € R admettent comme point commun :

z=3+k
a)l(3;0;2) b)J(2;1;1)
c)K(©0;2;-3) dL(-1;-15;1)
x=1
3. Les droites de représentations paramétrigues respectives d {y =1+2t,teR et
z=1+4+t
x =3—2k
d’{y=7—4k ,k € R sont:
z=2—-k
a) paralleles b) sécantes
Cc) non coplanaires d) confondues
x = —4t
4. Soient d la droite de représentation paramétrique [ y=1+3t ,teR etPle
z=2+72t
plan d'équation cartésienne x — 2y + 5z — 1 =0.
a) d et P sont orthogonaux b) d et P sont strictement paralleles
C) d est incluse dans P d) d et P ne sont ni orthogonaux ni paralléles

5. L'ensembles des pointstelsque x — y+2z—1=0¢et-2x+4y—4z4+1= 0
est:

a) un plan b) une droite

C) un point d) ’ensemble vide



EXERCICE 1

Partiel

1. D’apres la courbe représentant la fonction dérivée f” :

 lafonction f " est positive sur] — «=; —1] donc la fonction f est croissante sur cet intervalle;

* lafonction f” est négative sur [-1; +[ nc lafonction f est décroissante sur cet intervalle.

2. D’aprés la courbe représentant la fonction dérivée f' :

 lafonction f’ " est décroissante sur | —oo ; 0[ donc la fonction f est concave sur cet intervalle;

« la fonction f” est croissante sur ]0; +co[ donc la fonction f est convexe sur cet intervalle.

Partie 2

On admet que la fonction f mentionnée dans la Partie 1 est définie sur R par: f(x) = (x+2)e™*.

x
1. Pour tout nombre réel x, f(x) = (x+2)e * =xe *+2e ¥ = —+ 2e %,
P

X

N . € . X
D’apréslecours: lim — =+4ocodonc lim — =0.
X—++o0 X x—+o0 e*

Deplus lim e *=0donc lim f(x)=0.
X—+00 X—+0o

0,25

0,25

0,25

On en déduit que la courbe € admet la droite d’équation y = 0, c’est-a-dire 1'axe des abscisses,

comme asymptote horizontale en +oo.
On admet que xlim f(x) =—o0.
——00

2. a flX)=1xe*+x+2)x(-De*=(1-x-2)e *=(-x-1De "

0,5

b. Pour tout x, e * > 0 donc f’(x) est du signe de —x—1; donc f'(x) s'annule et change de signe

en x=-—1.

f=D)=(-1+ 2)e! = e; on établit le tableau de variations de fsurR:

0,5

X —00 -1 +00
-x-1 + 4) -
[ + (l) -
e
f@ /
—o0 0

c. Surl'intervalle [-2; —1], lafonction f est strictement croissante et continue car dérivable sur
cetintervalle. f(—2) =0 <2 et f(—1) = e > 2 donc, d’apreés le corollaire du théoréme des va-
leurs intermédiaires, 'équation f(x) = 2 admet une solution unique sur l'intervalle [-2 ; —1].

3. fl)=(-)xe*+(-x-1)x(-e*=(-1+x+1)e*=xe™*

e~* > 0 pour tout x, donc f"(x) est du signe de x.

* Sur]—oo; 0[, f”(x) < 0doncla fonction f est concave.

* Surl0; +ool, f”(x) >0 donc la fonction f est convexe.

0,5

0,5

* En x = 0, la dérivée seconde s’annule et change de signe donc le point A d’abscisse 0 de €

est le point d'inflexion de cette courbe.

0,25

0,25

0,25

0,5

0,75

Eta= —-1,6

0,25




EXERCICE 2

3.

1.

a.

c.
d.

a. On traduit la situation par un arbre

pondéré.
}/ T
0’4 M \
T
0,1 0,5
0,15 T

0,6

0,85
b. 1l faut trouver P(M N T) = P(M) x Py, (T) =0,4x0,9=0,36. | 0:2°
c. Onademéme P(MnT)=P(M)x Py(T) =0,6x0,15 = 0,09.
D’apres la loi des probabilités totales : 05
P(T)= P(Mn T)+P[Hm T]=0,36+0,09=0,45. ’
P(MNT) 0,36 36 9x4 4 8
d. Il faut trouver Py (M) = ( ) = =22 =-=—=0,8. 0,5
P(T) 0,45 45 9x5 5 10

On suppose que le nombre de chats est assez important pour que 'on puisse assimiler le
choix des 20 chats a un tirage avec remise.

La variable X suit donc une loi binomiale de parametres n = 20 et de probabilité p = 0,45

trouvé a la question 1. c..

Ona p(X=5) = (?) x0,45° x (1 -0,45)20-% = 15504 x 0,45° x 0,55'° = 0,0365 soit environ

0,037.

La calculatrice donne P(X < 9) = 0,414.
On sait que I'espérance E=nx p=20x0,45=9.

Cela signifie que sur un grand na

par échantillon de 20. 0,25

0,25

0,25

bre d’échantillons il y aura en moyenne 9 chats positifs

a. On a encore une loi binomiale de paramétres 7 et de probabilité d’étre positif de 0,45.

OnaP(X=0)= () x0,45° x 0,55" = 0,55".

Donc p,=1-P(X=0)=1-0,55".

0,5

b. En partant de n = 0, le programme calcule p,, et augmente la taille de I'échantillon de 1 tant

que p, <0,99.

c. On cherche donc n tel que 1-0,55" > 0,99 <= 0,01 > 0,55",

On peut programmer I'algorithme sur la calculatrice ou utiliser le tableur de la calculatrice

ou tester les différentes valeurs et se rendre compte que :

Pourn=7,ona: 0,01<0,557
Pourn =8,ona: 0,01 > 0,558

Donc le programme renvoie la valeur 8.

0,5

0,5

0,5

0,5




EXERCICE 3

3x16+2x5 58

lo e 4yy=——m—— = —;
5 5 0,25
_16+5_21

o U1 = .
1= 2

2. On considere la suite (w,) définie pour tout entier naturel n par : w, = u, — v,.

a. On aquel que soit n €N,

Wn+1 = Un+1 — Vn+1 = - = = =

5 2 10 10

Wn 0,5
10°

. 1 . .
Pour tout n € N, I'égalité w,., = To w, montre que la suite (w;,) est géométrique

1
de raison 0 =0,1 et de premier terme wy =uy—vo=16-5=11.

On sait qu’alors pour tout naturel n, w,=11x(0,1)". | 0,25

b. Comme 0,1>0=0,1">0et 11 > 0, donc la suite (w,) est une suite de nombres | 0,25

supérieurs a zéro.

D’autre part 0 < 0,1 < 1 entraine que nliI-P 0,1" =0 et donc nliIP w,=0.| 025
— —+00

. 3u,+2v, 3u,+2v, 5Suy,
3. a. Pourtoutentier naturel n,ona: u,;1—u, = — 5 —Up = z - z =
———————=——=(Up—-Vp)=——wp=——w,=-0,4w 0,5
b. On avualaquestion 2. b. que w,, > 0, quel que soit le naturel n, donc -0,4w, <0
et par conséquent :

0,5

Up+1 — Up <0 < Uy < Uy, ce qui montre que la suite (u,) est décroissante.

On peut démontrer de la méme maniére que la suite (v,) est croissante. On admet ce
résultat, et on remarque qu’'on a alors : pour tout entier naturel n, v, > vy =>5.
c. On va démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona: u, = 5.
Initialisation : On a uy = 16 > 5 : 1a proposition est vraie au rang n = 0.
Hérédité : on suppose que pour n €N, ona u, > 5.

On adonc 3u, > 15 (1) et comme on a admis que v, > 5,0ona2v, =210 (2). | o5

On peut ajouter membre a membre (1) et (2) pour obtenir :

1
3u, +2v, = 25 d'ol1 en multipliant par le nombre positif = :



3u,+2v,

> 5 et finalement u,,., > 5.

0,25

Conclusion :la minoration par 5 est vraie au rang 0 et si elle vraie au tang n, elle
I'est aussi au rang n+1; d’aprés le principe de récurrence on a donc quel que soit

neN, u,=>5.

La suite (1) est décroissante et minorée par 5 : d’apreés le théoréme de la conver- | ¢

gence monotone, elle converge vers une limite ¢ > 5.

On peut démontrer de la méme maniere que la suite (v,) est convergente. On admet ce
résultat, et on appelle ¢’ la limite de (v},).

4. a. Onavualaquestion2.b.que lim w, =0 ouencore

n—+00

que lim (u,-vy) =0.
n—+oo

Les deux suites (u,) et (v,) étant convergentes, on en déduit que liIJrrl U, =
n—+00

lim v, etdoncque?="/¢"
h—+00

0,5

b. On considere la suite (c,) définie pour tout entier naturel n par: ¢, =5u, +4vy,.

Donc:cuy1 =5upi1 +4vp41 =3Un+ 200 +2(Up+vy) =3Uuy+2v,+2u, + 20,
=5u,+4v, =cy.

Donc la suite (c¢;) est constante.

PourtoutnelN, ¢, =cy=5uy+4v9g=5x16+4 x5=80+20 = 100.

0,5

c. Puisque ¢, =5u, +4v, et que (u,) et (v,) ont méme limite Z, on a donc:
lim ¢, = nlirPOO 100 =100 =5¢ +4¢ =9¢.

EXERCICE 4

h—+00

100
9/ =100donc ¥ = R

Sujet A:

1)
2)
3)
4)
5)

+1/-0,25

WO WO

0,25

SujetB : (ordre des questions et des réponses permutés)

1)
2)
3)
4)
5)

A

C
A
D
D

+1/-0,25




