MATHEMATIQUES N°4

Remarques : Présentation et rédaction comptent dans la notation...

Exercice 0 : (2 points) Extrait d'un sujet de BAC...

Les résultats seront donnés en valeur exacte lorsque c’est possible, puis
arrondis a 1073 preés.

Apres de nombreuses séances d’entrainement, on estime qu’un athléte
franchit chaque haie avec une probabilité de 0,75 et ce indépendamment
d’avoir franchi ou non les haies précédentes.

On note X la variable aléatoire qui donne le nombre de haies franchies par cet
athléte a I’issue d’un 400 métres haies qui comporte 10 haies,

1. Préciser la nature et les parametres de la loi de probabilité suivie par X.

2. Déterminer la probabilité que I’athléte franchisse les 10 haies.

3. Calculer p(X = 9).

Exercice 1 : (5,5 points)
Soit f la fonction définie par f(x) = (1 + x + x? + x3)e ?**! vx € R.

1. Démontrer que xl_i)rpwf(x) = —o00.

2. a. Démontrer que, pour tout x > 1,0nal < x < x2 < x°.
b. En déduire que, pour tout x > 1,0na 0 < f(x) < 4x3e~2¥*1
c. Vérifier que, Vx € R, 4x3e 2*+1 = ;(Zx)3e‘2x

d. Montrer que lim 4x3e™2**1 =0,

X—+00

e. Déduire des questions précedentes la limite de f en +oco et en donner
une interprétation graphique.

Exercice 2 : (3 points)

C’est un choc sans précédent : des éléves de Spécialité Terminale ont fini par
se rendre compte que leur prof de maths n’était pas infaillible ! @ 1Is ont pu
établir qu’il lui arrive de se tromper, avec une probabilité de 0,025.
Déterminer le nombre de cours successifs auxquels un éléve doit assister pour

que la probabilité qu’il assiste a au moins une erreur dépasse 50%. (personne

ne dit qu’il la détectera...)
La rédaction sera largement prise en compte dans la notation de cet exercice. On rédigera et on expliquera donc le
raisonnement / les « calculs » avant de dégainer la calculatrice pour déterminer la valeur de n.

Exercice 3 : (2,5 points)
Déterminer lim 7xe> 2%*

X—+00

Exercice 4 : (2,5 points)

Une usine fabrique un composant électronique. On estime que 92% des
composants qui sortent de la chaine de production sont sans défauts.

Un professionnel passe une commande de 10 000 composants a cette
entreprise.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de composants sans défauts
de cette commande.

1. Déterminer a tel que p(X < a) < 0,025 et b tel que p(X < b) = 0,975.
2. Interpréter I’intervalle [a ; b] ainsi obtenu.

Exercice 5 : (4,5 points)
Déterminer les dérivées des fonctions suivantes :
7 -5
£ =— f3@) =

5x
G =2
2
fs =3(x=5)(4-»

3+ 5x

2x 4 — 2x

f,0) = (4vx — 1)

Bonus : (+1,5 points)
1. a.SiX o B(n; p),quevaut V(X) ?
b. Quel pourcentage de succés se trouve approximativement dans
Iintervalle [X — 0 ; X + o] ? Et dans ’intervalle [X — 20 ; X + 20] ?

2. a. Quelle est I’ancienne notation des coefficients binomiaux ( k) ?

b. A cause de qui cette notation a-t-elle pris le dessus progressivement ?
3. Compléter la formule du binbme de Newton : (a + b)" = ...
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p(X =10) = (18) 0,750 x 0,25°

=0,7510
~ 0,056
3. pX=29)=pX =9)+pX =10)
_ (190) 0,75% x 0,251 4 0,750

=10 x 0,75° x 0,25 + 0,75%°
~ 0,244

Exercice 1 : (5,5 points)
1.0na lim 1+x+x2+x3= lim x3 = -

X——00 X——00

De plus, lim e 2**1 = +oo.
X——00
Donc lim f(x) = —oo.
X——00

2.a.0na1 < x donc x < x2 en multipliant par x > 0.

Et de méme ; x < x? donnc x? < x3.
Doncl<x<x?< x3.

b.Ona0<1+4+x+x%+x3<x3+x3+x3+x3dapresa.

0<(1+x+x?+x3)e 22t < 4x3e72x+1
0 < f(x) < 4x3e~2xt1

e e
c. E(Zx)3e‘2x =X 8x3 x e™2%

=4dex3 x e %%
— 4_x3 X e—2x+1
e
d. lim 4x3e ?**1 = lim —(2x)3e™?*
x—+00 x—+00 2

. e 3 _X \
= lim =X’e ouX = 2x
X—+00 2
i & X3
= lim = X—
X—+02 eX

3

Or, lim — = 0 par croissances comparées.
X—-+oc0 e

Donc lim 4x3e~2**1 = . @
xX—+00

e.D’aprés b., pourx > 1,0 < f(x) < 4x3e~2¥%1
Etd’aprés d., lim 4x3e~2xt1 =,
X—+00
D’apres le théoréme des gendarmes, on peut donc dire que “T f(x) =0. @
X—+00

On a donc une asymptote horizontale d’équation y = 0 en +oo. ‘

Exercice 2 : (3 points)

Je note n le nombre de cours auquel un éléve assiste et X la variable aléatoire égale
au nombre d’erreurs faites par son prof de maths durant ces n cours. Les erreurs étant
indépendantes les unes des autres, on peut dire que X < B(n; 0,025),
p(X=>1)=05 & 1-pX=0)=0,5

_ n 0 n
e 1 (0)0,025 x 0,975 > 0,5

© 1-0975">0,5

© 1-05=0975"

< 05=0975"
C’est a partir du 28°™ cours que la probabilité d’avoir assisté 2 au moins une erreur
dépassera 50%6

Exercice 3 : (2,5 points)
7xe5—2,4—x — 7xeSe—2,4-x
7e®
= TA X (—2,4X)e_2'4x
=78 Xe¥ avecX = —24
= 2’4 e~ avec = yaX

- 5-2,4x 7€’ X - :
lim 7xe>™“** = lim X Xe® = (0 par croissances comparées
x—+00 X—>-0 2.4

Exercice 4 : (2,5 points)
1. X - B(10000; 0,92) car les défauts des composants peuvent étre considérés
comme identiques et indépendants

p(X < 9145) ~ 0,0231 et p(X < 146) ~ 0,0251 donc a = 9 145. @
p(X < 9252) ~ 0,9744 et p(X < 9253) ~ 0,9766 donc b = 9 253.

2. 1l 'y a plus de 95% de chances que le professionnel ait entre 9 145 et 9 253
composants sans défauts dans sa commande de 10 000 composants.



Exercice 5 : (4,5 points)
, 5 7 -1 oo -7
f1(x)=——§><7 fz(x)——5><x—8

3
5.7 35
=35 =09

_ 4
fog= BB IR0 ) = 2(aE - 1) x5
_20—10x+6+10x 4(4\/}_1)
(4207 Y-

_ 26
- (4-2x)? @

fs(x) =Bx—2)(4—x)

fs(x) =34 —x)— (3x—2)
=12—-3x—3x+2
=14 — 6x

Bonus : (+1,25 points)
1. aVX) =np(1—-p) 3

b.68% dans [X — o ;X + o] et 95% dans [X — 20 ; X + 20].
2. a. C’est CF. @

b. A cause des anglo-saxons. @‘

n

3.(a+bh)" = Z (Z) akbn_k

k=0



