MATHEMATIQUES N°1.1

Remarques : il est conseillé d’accorder un soin particulier a la présentation
et a la rédaction. Les exercices peuvent étre faits dans [’ordre de ton choix.

Exercice 1 : (4,5 points)

u
Soit (u,,) une suite définie par uy = 2 et uy,; = ——,Vn € N.
1+u,
D¢ t toutn € N 2
émontrer que pour tout n JUp = :
auep "o+l

Exercice 2 : (5 points)
1
On considere la suite (u,,) définie paru; =5 et U,y =3 — = Uy vn € N*.

Démontrer que 0,5 < u,, < 5 pour toutn € N*.
Exercice 3 : (5,5 points)

Démontrer queVn € N*, » kx2¥x1=m-1)2"+1
k=1

n
On rappelle que E kx2k1=1x242x%x2'+3%x2%2+ - 4+nx2"?
=1

Exercice 4 : (5 points)
1. Déterminer la limite de la suite (u,,) définie par u,, = 4 + 5n — 2n?
8 —3n

2. Déterminer la limite de la suite (v,,) définie par v, = I —ant 7

Bonus 1 : compléter la définition de « lim u, =4»:V...

n-+oo

Bonus 2 : Qu’illustre I’encart jaune de la quatrieme page intitulé « Un grain
de sable dans la récurrence », lorsqu’on souhaite montrer par récurrence que
X, = 6™ + 1 est un multiple de 5 ? (une courte phrase suffit pour répondre)

Bonus 3 : déterminer deux suites (u,) et (v,) telles que lirp U, = +o0o,
n—-+oo

. . un
lim v, = +o et lim — = 37.
n—+oo n—+oo Un

MATHEMATIQUES N°1.2

Remarques : il est conseille d’accorder un soin particulier a la présentation
et a la rédaction. Les exercices peuvent étre faits dans [’ordre de ton choix.

Exercice 1 : (4,5 points)

u
Soit (u,,) une suite définie par uy, = 2 et Uy = +—nu' vn € N.
n
D¢ t toutn € N -
émontrer que pour toutn € N, u,, = :
auep "o+l

Exercice 2 : (5 points)
1
On considere la suite (u,,) définie paru; =5 et U, ; =3 — 7 U vn € N*.

Démontrer que 0,5 < u,, < 5 pour toutn € N*.
Exercice 3 : (5,5 points)

Démontrer que Vn € N*, » kx2¥x1=m-1)2"+1
k=1

n
On rappelle que E kx2k1=1x2°42x%x2'+3 %22+ -4+nx2"?
k=1

Exercice 4 : (5 points)
1. Déterminer la limite de la suite (u,,) définie par u,, = 4 + 5n — 2n?
8 —3n

2. Déterminer la limite de la suite (v,,) définie par v, = ST —ant 7

Bonus 1 : compléter la définition de « lim u, = —co»: V...

n—-+oo

Bonus 2 : Compléter 1’extrait suivant : La premiere apparition explicite du
principe de démonstration par récurrence fut I'ceuvre de

(1623-1662), dans son « Traité du triangle
arithmétique », rédigé vers 1654.

Bonus 3 : déterminer deux suites (u,) et (v,) telles que liT U, = +0o,
n—->—+0oo

lim v, =0et lim u, X v, =37
n—-+oo n—-+oo



MATHEMATIQUES N°1

- (4,5 points)
n=0
- —2—2'1 iété est vérifié —0
X 0F1 1% azproprleees vérifiée au rang n = 0.
Hérédité : supposons que u,, = T pour un certain rang n.
2 2
Montrons que U, 41 = 2m+D+1 = T
Ona u =
n+1 — 1 +u,
2
__2n+1 par HR
1+ 2
27£+1
Iny1 2 ><2n+1
2n+1+4+2  2n+1" 2n+3
2n+1
2
" 2n+3 @
Par récurrence, on a donc u,, = ——,vn € N.
2Zn+1

Exercice 2 : (5 points)
Initialisation : n =1

u; =5<5donc 0,5<u; <5.

Hérédite : supposons que 0,5 < u,, < 5 pour un certain rang n.
Montrons que 0,5 < u, 14 < 5.
Onao0,5 <u, <5parHR.
1 05 > 1 - 1 c
—=X —— —=X
2= 2;‘” =772
3-02523-zu, 23-25

5>275>u,41 20,5
Par récurrence, on adonc 0,5 < u,, < 5 pour toutn € N*.

Exercice 3 : (5,5 points)
Initialisation : n =1
1

kazk-1=1x2°=1 et (1-1D2'+1=0x2+1=1
k=1
La propriété est vérifiée aurang n = 1.

8606

Hérédité : supposons que
n+1 k=1

Montrons que Z k x 2k=1 = n2n+1 41

n+1

OnakaZk 1

=1x204+2x2t 4.

k x 2¥=1 = (n — 1)2™ + 1 pour un certain rang n.

+nx2"1 + (n+1)x2"

= (n—1)2"+1

+ (n+1) x 2" par HR

—2"(n—1+n+1)+1

=2"x2'n+1
=n2"14+1

n

Par récurrence on a donc Z kx2k1=m-1)2"+1,VvneN* @

k=1
Exercice 4 : (5 points)
l.u, =4+ 5n—2n?

. 4 5
Or, lim —+=--2=-2 et
n-+oon n
Donc lim u, = —
n—+oo

n—-+4oo

8—3n

N
VN
v
|

|
+
|~
N——

lim u, =0

n—-+oo

Donc,

Bonus1l.1:vVe>0,AN e N,vn € N,n >
N = |u,—4|<e

Bonus 2.1 : L’initialisation est nécessaire

Bonus 3.1: u, =37n
exemple

et v, =n par

lim n? = 4

®

Bonus 1.2: VA<O0,AIN€eN,vn €
Nn>=N= u, <A

Bonus 2.2 : Blaise Pascal

Bonus 3.1:u, =37netv, = % par
exemple



